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पाँचवीं गणितोय संक्रिया 


पाँचवी संक्रिया 


बीजगणित को ग्रक्सर “सात संक्रियाओ्रों वाला अंकगणित ” कहते 
४- इस बात पर जोर देने के लिये कि वह चार सव्ंविदित गणितीय 
संक्रियाओं के अतिरिक्त तीन नयी संक्रियाओं -घातन और इसकी दो 
प्रतीष (उल्टी ) संक्रियाओं -का भी अध्ययन करता है। 

बीजगणित पर हमारी बातचीत पांचवी संक्रिया-घातन-से शुरू 
होगी। (किसी संख्या को स्वयं से एक नियत संख्या बार गुणा करने 
की किया को घातन कहते हैं )। 

क्या इस नयी संक्रिया की आवश्यकता हमारे व्यावहारिक जीवन 
में उत्पन्न होती है? बिल्कुल। यथार्थ दुनिया में हमें अभ्रक्सर इससे 
वास्ता पड़ता रहता है। आप क्षेत्रफल और झ्रायतन कलन करने की 
उन अनेकानेक परिस्थितियों की याद करें, जिनमें संख्या का दूसरा 
और तीसरा घात प्राप्त करना पड़ता है। आगे: गुरुत्वाकर्षण-बल , 
स्थेतिक वैद्यता तथा चुंबकीय व्यतिक्रियाओं के बल, प्रकाश और ध्वनि 
दूरी के दूसरे घात के समानुपात में क्षीण होते हैं। सूय॑ के गिर ग्रहों 
का (और ग्रहों के गिर्द “उपग्रहों का) परिक्रमण-काल पक्रिमण-केन्द्र 
की दूरी के साथ घातीय निर्भरता द्वारा ही संबंधित होता है: परिक्रमण- 
कालों के द्वितीय घातों का अनुपात वैसा ही होता है, जैसा दूरियों 
के तीसरे घातों का। 

यह न सोचें कि व्यवहार में हमें सिर्फ दूसरे. व तीसरे घातों की 
पग्रावश्यकता होती है तथा श्रधिक उच्च घात सिर्फ बीजगणितीय अ्भ्यासों 
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में मिलते हैं। इंजिनियर किसी वस्तु की मजबूती के आकलन में अ्रक्सर 
चोथे घातों की सहायता लेता है और अन्य आकलनों में ( जैसे वाष्प- 
वाही नलियों के व्यास निर्धारित करने में ) उसे छठे घात की भी 
प्रावश्यकता पड़ती हे। बहता पानी पत्थर को जिस बल से घसीटता 
है, उसका अन्वीक्षण करते बकक्‍त जल-तकनीशियन को भी छठे घात 
वाली निर्भरता प्राप्त होती हैः: यदि एक नदी में धारा का वेग दूसरी 
नदी की अपेक्षा चोगुना ग्रधिक है, तो तेज नदी अपने तल पर 4४, 
ग्र्थात्‌ू 4096 गुना अधिक भारी पत्थर लुढ़का सकती है, बनिस्बत 
कि मंद नदी।? 

जब हम तप्त पिंड-जैसे बल्ब के भीतर पतले गर्म तार- में 
तापक्रम पर चमक की निर्भरता का अ्रध्ययन करते हैं, तो हमें और 
भी उच्च घात मिलते हैं। सफंद तप्त पिंड में चमक तापक्रम के बारहवें 
घात के साथ समानुपाती होती है और लाल तप्त पिंड में तापक्रम 
के तीसवें घात के साथ समानुपाती होती है। याद दिला दें कि यहां 
तापक्रम परम इकाइयों - केल्विन (९ )-में नाण जाता है, जिसका 
शन्‍्य ऋण 273": से शुरू होता है। इसका मतलब है कि पिंड को 
( उदाहरण के लिये ) 2000 से 4000 & तक, श्रर्थात्‌ दो गुना 
अधिक गर्म करने पर वह 2४ गुना, श्रर्थात्‌ 4000 से भी ज्यादा 
गुता अधिक चमकदार हो जाता है। बल्ब-निर्माण के तकनीक में यह 
विशेष ढंग की निर्भरता कौनसी भूमिका अभ्रदा करती है, इसके बारे 


में भ्रन्यत्न बात होगी। 


। इसके बारे में सविस्तार देखें मेरी पुस्तक 'मनोरंजक यांत्िकी , 
अध्याय 9। 


0 


ख़शोलिक संख्याएं 


पाँचवीं गणितीय संक्रिया का 3प्योग शायद ही कोई इतना करता 
४, जितना खगोलशास्त्री करत ह। ब्रह्मांड का अन्वीक्षण करने वालों 
+ हर कदम पर विराट संख्याश्रां ॥ सामना पड़ता है, जिनमें एक-दो 
॥।बक अंक होते हैं श्रोर बाकी ढेर सारे शनन्‍्य ही शन्य होते हैं। इन्हें 
(गालीय संख्या की संज्ञा ठीक ही दी गयी है। ऐसी विराट संख्याओं 
+। सामान्य रूप में लिखने पर, विशपकर कलन में बहुत ही असुविधा 
(ती। उदाहरणस्वरूप , आरांद्रोमेदा वो निहारिका किलोमीटरों में हमसे 
४पनी दूर है: 

95 000 000 000 0000 000 000 

पर खगोलिक कलनों में दूरियां को किलोमीटरों था अन्य बड़ी 
४ यों की जगह अ्रक्सर सेंटीमीटरों म॑ं व्यक्त करना पड़ता है। ग्रतः 
!परोक्‍क्त दूरी ऐसी संख्या से व्यक्त होगी, जिसमें पाँच शून्य और 
॥धिक होंगे: 

90०0० ०७०0० 000 000 000 000 ०७०० 000 

।ारों का द्रव्यमान और भी बड़ी संख्याञ्रों से व्यक्त होता है, 
[॥पकर उसे ग्राम में व्यक्त करने पर (यह कई प्रकार के कलनों में 
॥।वणक होता है)। ग्राम में हमारे सूर्य का द्रव्यमान इतना है: 

। 9863 000 000 000 000 000 000 000 0७00 000 000 . 

प्राषप खुद कल्पना कर सकते हैं कि इतनी भारी-भरकम संख्याओओं 
+क ४ कलन कितना कठिन होगा और उसमें कितनी आसानी से 
॥णजती ४ भा राकती है। और ये कुछ ज्यादा बड़ी खगोलिक संख्याएं 
दीं दे! 
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पॉचवी गणितीय संक्रिया इस कठिनाई से बचने के लिये बहुत 
आसान तरीका बताती है। इकाई समेत शन्‍्यों की कतार दस का एक 
निश्चित घात होती है: 
00--0%, 000--0*, 0000--0/ आझ्रादि. 
इसीलिये उपरोक्त देत्य संख्याएं निम्न रूपों में प्रस्तुत की जा 
सकती हैं: 
पहली संख्या, . «- « «  95-0“, 
दूसरी संख्या, . «- «- *« «+« 983.0/, 
यह सिर्फ जगह बचाने के लिये नहीं किया जाता, इससे कलन 
भी सरल हो जाते हैं। उदाहरण के लिये, यदि इन संख्याओं को आपस 
में गुणा करना है, तो गुणनफल 95 . 983-- 88385 ज्ञात कर लीजिये 
ओर इसके बाद गुणक 022००- |0९४ लगा दीजिये; यह काफी 
रहेगा : 
95 - 4025 . ]983 . 05" -- 88 388 - 07%, 
यह निस्संदेह सुविधाजनक है। 23 शून्यों वाली संख्या और 30 
शत्यों वाली संख्या लिखकर सामान्य गुणा से अ्रंत में 53 शून्यों वाली 
संख्या लिखने की तुलना में यह विधि सुविधाजनक ही नहीं, विश्वस्त 
भी है, क्‍योंकि दसियों शून्य लिखने में एकाध छूट भी जा सकता है। 
फिर परिणाम गलत मिलेगा ! 


सारी हवा कितनो भारो होगी! 


बड़ी संख्याओं के घातीय रूप उपयोग में लाने पर व्यावहारिक 
कलन कितना सरल हो जाता है, यह देखने के लिये एक हिसाब 
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"गाते हैं: पृथ्वी का द्रव्यमान उसके वातावरण के द्रव्यमान से कितना 
भुना शभ्रधिक है। 

धरातल के हर वर्ग सेंटीमीटर क्षेत्र को हवा करीब एक किलो- 
प्राम के बल से दाबती है। इसका मतलब है कि [ला॥* क्षेत्र पर खड़े 
पाप स्तंभ का भार ]8 है। पृथ्वी के पूरे वातावरण (वात +- 
॥4*ण ) को ऐसे ही वायु-स्तंभों को सटा-सटा कर रखने से बना 
४4 माना जा सकता है। इन वायु-स्तंभों की कुल संख्या उतनी होगी , 
(अतने वर्ग सेंटीमीटर पृथ्वी की सतह (धरातल ) पर होंगे। किसी 
वान-कोश में देखकर जान सकते हैं कि धरातल का कुल क्षेत्रफल 5] 
+ रोड़ वर्ग किलोमीटर, अर्थात्‌ 5] -0%॥7 है। 

ग्रव देखें कि एक वर्ग किलोमीटर में कितने वर्ग सेंटीमीटर होंगे। 
खिक किलोमीटर में 000 मीटर होते हैं और हर मीटर में 00 
भटीमीटर होते हैं, भ्रत: रैखिक किलोमीटर में 0? सेंटीमीटर हुए। 
गे किलोमीटर में (]0*)?-0!" वर्ग सेंटीमीटर हुए। अ्रतः धरातल 
पर वर्ग सेंटीमीटरों की कुल संख्या होगी: 

5 . 0? . 0" --5] . 07, 


पृथ्वी का वातावरण इतना ही किलोग्राम भारी है; इसे टन 
१ व्यक्त करने पर मिलेगा: 


50]- 077: ]000--5] - 07 : ]09 --5] . [077 8-5] . [0"0 टन । 
पृथ्वी का द्रव्यमान है: 
6.:0भ» टन। 


हमारा ग्रह अपने वातावरण से कितना गुना भारी है, यह निर्धा- 
स्ति करने के लिये भाग देते हैं: 


6: 0% : 5] . 04 £< 0", 
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ग्र्थात्‌ वातावरण का द्रव्यमान पृथ्वी के द्रव्यमान का लगभग दस 
लाखवां अंश है। 


दाह - बिना लो श्लोर- गर्मो_ के 


यदि आप रसायनविद से पूछेंगे कि लकड़ी या कोयला ऊचे ताप- 
क्रम पर ही क्‍यों जलता है, तो वह बतायेगा कि वास्तविकता में कार्बन 
ग्रोर आक्सीजन का संयोजन हर तापक्रम पर होता रहता है, पर कम 
' तापक्रमों पर यह प्रक्रिया बहुत धीमी है (ग्र्थात्‌ प्रतिक्रिया में अणुग्रों 
की नगण्य संख्या ही भाग ले पातो है.), इसीलिये अनवलोकित रहती 
है। रसायनिक प्रतिक्रियाओं की चाल निर्धारित करने वाला नियम 
कहता है कि तापक्रम के 0? घटने पर प्रतिक्रिया की चाल ( उसमें 
भाग लेने वाले अणओों की संख्या ) दुगनी कम हो जाती है। 

उपरोक्त बात को लंकड़ी और आक्सीजन के संयोजन की प्रति- 
क्रिया , अर्थात्‌ लकड़ी जलने की प्रक्रिया, पर लागू करते हैं। मान लें 
कि लौ का तापक्रम 600? होने पर प्रति सेकेंड | ग्राम लकड़ी 
जलती है। 20? पर | ग्राम लकड़ी कितने समय में जलेगी ? 
हम अब जान चूके हैं कि ऐसे तापक्रम पर , जो 5805-58 - 0 डिग्री कम 
है, प्रतिक्रिया की चाल 

28 गुनी 


कम होगी , अर्थात्‌ | ग्राम लकड़ी के जलने में 2% सेकेंड लगेगा। 
कितने वर्ष के बराबर है यह अंतराल ? सब्निकट रूप से यह कलन 
करने के लिये हमें न तो दो को 57 बार गुना करने की झावश्य- 


]4 


कता है, न लगरथी ” सारणी के उपयोग की। हम निम्न मान्यता 
का उपयोग करेंगे : 
270 --. ]024 «४ 0%, 
इसलिये 


098 __ 960-2 _... 260 : 92 _... का « 200 ... का * (270)6 4८ ये * 07!7, 


पर्थात्‌ लगभग चोथाई ट्रिलियन सेकेंड। वर्ष में करीब 300 लाख, 
प्रथातू 3:]07? सेकेंड होते हैं, अत: 


|| || 
(न | 00) : (3. 0)) -- पा 07 >- ]0/0, 


दस अरब वर्ष ! लगभग इतने समय में बिना लौ और गर्मी के 
"एक ग्राम लकड़ी का दाह हो सकेगा। 

इस प्रकार, लकड़ी और कोयला बिना जलाये हुए भी सामान्य 
'पक्रम पर जलते रहते हैं। झ्राग प्राप्त करने के औजारों की खोज 
ने इस भयात्रक रूप से मंद प्रक्रिया को करोड़ों करोड़ गूना तेज कर 
दिया है। 


मोसम को विविधता 


ब्लल्ेंफ्िजि+--फ्+----_---_---- 


प्रश्न 


मौसम में भेद सिर्फ एक दृष्टिकोण से करेंगे: धूप है या बादल। 
+मग भिन्नता के अनुसार अ्रसमान सप्ताहों की संख्या कितनी होगी? 


न न ने तन ममआम, 


)) दे, अध्याय 5, प्‌ 474। - अनु. 
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ग्रापको लगेगा कि ज्यादा नहीं होगी: एक-दो महीना बीत जायेगा 
गर सप्ताह में धूप व बादल के सभी क्रमचय समाप्त हो जायेंगे ; 
फिर तो कोई-न-कोई पुराना क्रमचय दुहरा जायेगा, जो पहले प्रेक्षित 
हुआ होगा। 

लेकिन अब ठीक-ठीक हिसाब लगाने की कोशिश करें कि इन 
परिस्थितियों में कितने भिन्न प्रकार के सप्ताह संभव हैं। यह एक 
ऐसी समस्या है, जिसमें अप्रत्याशित रूप से पाँचवीं गणितीय संक्रिया 
का उपयोग होने लगता है। 

ग्रतः प्रश्न हे: एक सप्ताह के दौरान धूप और बादल कितने 
भिन्न क्रम में आ सकते हैं? (यहां यह भी माना गया है कि पूरे 
दिन या तो धूप उगी रहेगी, या बादल छाया रहेगा; आध्रा दिन 
धूप और आधा दिन बादल जेसी संभावना को अनुपस्थित करार 
किया गया है।-अनु. ) | 


हल 


सप्ताह के अ्रथम दिन या तो धूप होगी या बादल ; अतः अबतक 
दो भिन्न क्रचय मिल रहे हैं। 
दो दिनों के दौरान धूप और बादल निम्न क्रम में हो सकते हैं : 
धूप और धप 
धूप और बादल 
बादल और धृप 
बादल और बादल 
अतः दो दिनों में 2£ प्रकार के भिन्न क्रम संभव हैं। 
तीन दिन के अंतराल में इन चार में से प्रत्येक क्रम-भिन्नता तीसरे 
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दिन की दो संभावनाओं में से किसी भी एक के साथ स्थान ले सकती 
है, श्रतः कुल क्रमचय होंगे: 
25% 0 कहे 207 
चार दिनों में क्रमचयों की संख्या होगी: 
29 , 2 -- 24, 
पाँच दिनों में 2", छे दिनों में 2" और अंततः संप्ताह में 27- 28 
क्रमचय होंगे। 
इससे निष्कर्ष निकलता है कि धूप और बादल वाले दिलों के भिन्न 
क्रमों वाले सप्ताहों की कुल संख्या 28 है। ]28 .7-896 दिन बीत 
जाने पर कोई पुराना क्रमचय अवश्य ही दुहरायेगा। बेशक , दुहरा 
पहले भी सकता है, पर 896 दिन वह अवधि है जिसके बीतने पर 
किसी न किसी क्रमचय का दुहरा कर आाना अवश्यंभावी है। इसके 
विपरीत , दो साल क्या, इससे अ्रधिक (2 वर्ष और 66 दिन ) की 


ग्रवधि बीत जा सकती है, जिसमें मौसम-क्रम के अनुसार कोई भी दो 
सप्ताह शायद समान नहीं होंगे। 


ताले का मर्म 


प्रश्न 


एक सोवियत प्रतिष्ठान में क्रांतिपूव की तिजोरी रखी हुई मिली। 
।५) चाबी भी मिल गयी , लेकिन इसे लगाने के लिये पहले ताले का 
॥॥ जानना जरूरी था। उसके दरवाजे पर पाँच चकतियां लगी हुई 
५) भ्रोर हरेक की किनारी पर 36 शअक्षर खुदे हुएं थे। चकतियों को 
॥५॥ फर एक खास शब्द बनाने के बाद ही चाबी लगती थी। यह शब्द 
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कोई नहीं जानता था और तिजोरी तोड़ना भी कोई नहीं चाहता था, 
इसलिये चकतियों पर खुदे अक्षरों के सभी क्रमचयों को आजमाने 
का निश्चय किया गया। एक क्रमचय बनाकर उसे आजमाने में तीन 
सेकेंड लगते थे। 

क्या 0 कार्य-दिवस के दौरान तिजोरी खोलने की आशा की 
जा सकती है? 


हल 


गिनती करें कि अक्षरों के कुल कितने क्रमचयों को आजमाना था। 
पहली चकती के 36 अक्षरों में से हरेक को दूसरी चकती के 36 
ग्रक्षरों में से हरेक के साथ मिलाया जा सकता था, गअ्रतः दो श्क्षरों 
के क्रमचयों की संख्या होती: 
36 - 36 5536. 
इनमें से हर क्रमचय को तीसरी चकती के 36 श्क्षरों में से हरेक 
के साथ मिलाया जा सकता था, अत: कुल क्रमचय होती: 
36 . 36 --36%. 
इसी प्रकार निर्धारित करते हैं कि चार अक्षरों के क्रमचयों की 
संख्या 36' होती और पाँच अक्षरों के क्रमचयों की संख्या 36* या 
60466]76 होती । 6 करोड़ से अधिक इन क्रमचयों को आजमाने में 
3-60466 76-- 8] 398 528 
'सेकेंड लगते ( एक क्रमचय आजमाने में 3 सेकेंड लगते हैं )। यह 
50000 घंटों से अधिक है; यदि 8 घंटों का कार्य-दिवास लिया 
जाये, तो इसमें लगभग 6300 कायं-दिवस होते, जिहें पूरा करने 
में 20 वर्ष से भी अधिक समय लगता। 
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मतलब यह है कि 0 कार्य-दिवस के दौरान तिजोरी खुल जायेगी , 
हसकी संभाव्यता 6300 में सिर्फ 0 या 630 में सिर्फ एक है। 
पे बहुत ही छोटी संभाव्यता है। 


ग्रंधविश्वासी सायकिल-सवार 


भ्रश्न 


मोटर-गाड़ियों की तरह पहले सायकिलों का भी लाइसेंस बनता 
था और उनमें छे अंकों वाला नंबर लगता था। 

एक आदमी ने सायकिल खरीदी। वह बहुत ही अंधविश्वासी 
था। जब उसे पता चला कि सायकिलों में “अटद्दा ”. नामक एक “ऐब 
होता है, उसने सोचा कि यदि सायकिल के नंबर में एक भी अंक 
8 होगा तो उसे हर कदम पर दुर्भाग्य का सामना करना पड़ेगा। 
लेकिन जब वह लाइसेंस बनवाने जा रहा था, उसने अपने मन को 
निम्न तक से सांत्वना देने की कोशिश की। कोई भी संख्या दस अंकों - 
(), |, ..., 9-की सहायता से लिखी जाती है; इसमें “कुलक्षण ' 
ग्रक सिर्फ 8 है, अत :  कुलक्षण ” संख्या ( नंबर ) मिलने की संभावना 
५भ में सिर्फ एक है। 

क्या उसका तक सही है? 


ह्‌ल 


।बरों की कुल संख्या 999 999 है: 00009], 000 002 आदि से 
')+* 099 999 तक। देखें कि इनमें सुलक्षण' नंबर कितने हैं। प्रथम 
/५। पर नौ में से कोई भी एक सुलक्षण अंक 0, |, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
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9 हो सकता है। दूसरे स्थान पर भी इन्हीं में से कोई एक शअ्रंक होगा। 
ग्रत: दो अंकों वाले 'सुलक्षण' क्रमचय 9-95-9* होंगे। इनमें से हर 
क्रमचय के साथ तीसरे स्थान के नो अंकों में से कोई एक अंक मिलाया 
जा सकता है, अत: तीन अंकों वाले 'सुलक्षण” क्रमचयों की संख्या 
92 . 9--9$ होगी। 

इसी विधि से आगे बढ़ते हुए हम निर्धारित करते हैं कि छे अंकों 
वाले 'सुलक्षण ' क्रमचयों की कुल संख्या 9" होगी। पर यह ध्यान 
में रखना चाहिये कि इनके बीच एक क्रमचय 000000 भी है, जो 
सायकिल-नंबर के रूप में उपयुक्त नहीं है। श्रतः सुलक्षण नंबरों की 
संख्या वास्तविकता में 9९ --.. | --53] 440 है., जो कुल संख्या (999 999) 
का सिर्फ 53% अंश है, न कि 90% अंश , जैसा .सायकिल वाले ने 
सोचा था। 

यदि सायकिल के नंबर सात अंकों वाले होते, तो उनके बीच 
_कुलक्षण ” नंबर भ्रधिक होते बनिस्बत कि सुलक्षण  नंबर। इस कथन 
की जाँच का काम हम पाठकों पर छोड़ देते हैं। 


दुगना करते जाने का नतीजा 


छोटी-सी राशि को दुगुना करते जाने पर उसकी द्वुत वृद्धि का 
गाश्चयंजनक उदाहरण शतरंज -आ्रविष्कारक के इनाम से संबंधित एक 
दंतकथा है।? इस विख्यात उदाहरण को छोडइ कर हम यहां कुछ 
ग्रन्य .उदाहरण दे रहे है, जिन्हें बहुत कम लोग जानते हैं। 


दे, मेरी पुस्तक सरस गणित”, अध्याय 7 ॥ 
20 


भ्रश्न 


इन्फूजोरिया पारामेसियम ? श्रौसतन हर 27 घंटे में विभक्‍त 
होता है। यह मान कर कि इस तरह से जन्मे सभी इन्फूजोरिया 
जीवित रहते हैं, बतायें: कितने समय में एक इन्फूजोरिया की सारी 
धंवतियों का कुल आयतन सूर्य के आयतन के बराबर हो जायेगा। 

कलन के लिये प्रत्तांक: 40-वीं संतति तक के पारामेसियम मिल- 
कर |॥* झायतन छेंकते हैं। सूयें का आयतन 0»ग* है। 


ह्‌ल 
पहले हमें निर्धारित करना है कि !ग॥॥र को कितनी बार दुगुना 
फर्र कि 0»तणा»* आयतन मिल जाये। निम्न रुपांतरण देखें: 


]09 -.. (02 ८ (27०१ -- 2९०, 


ब्योंकि 27९८४ ] 000 है। 

इसका मतलब है कि चालीसवीं संतति के बाद और भी 90 
(वभाजन होने चाहिये, जिससे जन्मी सभी इन्फूजोरिया का कुल आयतन 
(थे जितना हो जायेगा। 

संततियों की कुल संख्या 40 --90--430 हुई। आसानी से हिसाब 
।गा सकते हैं कि इसमें 47 दिन लगेंगे। 

ध्यान देने योग्य है कि एक सूक्ष्म जीववैज्ञानिक ( मेताल्निकोव ) 
"न पारामेसियमों के 806] विभाजन प्रेक्षित किये। यदि इनमें से 


) [वप्ि$03 रिक्षशा८टांधा), . सरलतम प्रकार का एकल कोशि- 
+)4 जंतु, पपनियों के सहारे गति करता है; अ्रन्य एकल कोशिकीय 
भै £ग बात में भिन्न है कि इसकी कोशिका में दो नाभिक होते हैं 

"धु नाभिक पर प्रजनन (विभाजन ) की जिम्मेवारी होती है और 
ुहंत नाभिक पर पदा्थं-विनिमय तथा विकास की।- श्रनु. 
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एक की भी मृत्यु नहीं होती, तो इतनी संततियों का कितना बड़ा 
ग्रायतन होता -यह निर्धारित करना में पाठकों पर छोड़ देता हूँ। 

दिये गये प्रश्न को विपरीत: रूप में भी देख सकते हैं। 

कल्पना करें कि हमारा सूर्य दो भागों में विभक्‍त हो जाता है, 
फिर हर अ्र॒ध॑ भी आधा हो जाता है, आदि। इन्फूजोरिया के बराबर 
कण प्राप्त करने के लिये इस तरह कितने विभाजन होने चाहियें ? 

उत्तर पाठकों को पता ही है-30, फिर भी आश्चय होता है 
कि सूरज से इन्फजोरिया जितना छोटा कण प्राप्त करने के लिये उसे 
सिर्फ 30 बार आधा करना पड़ेगा। 

मुझे यह प्रश्न एक अन्य रूप में दिया गया था: 

कागज के पन्ने को आधा फाडते हैं, फिर आधे को आधा फाड़ते 
हैं, आदि । परमाणु के आकार का कण प्राप्त करने के लिये उसे कितनी 
बार फाड़ना पड़ेगा? 

मान लें कि पन्ना |2 भारी है, और परमाण के भार की राशि 
करीब उ6ठ्ग४ की है। अंतिम व्यंजन में 9४ की जगह इसका 
सन्निकट मान 20" रखते हैं। इससे स्पष्ट है कि कागज को सिर्फ 80 
बार ही फाड़ना होगा; करोड़ों बार फाड़ने की-जसा कि कुछ लोग 
जवाब देते हैं-कोई जरूरत नहीं है। 


करोड़ों गुना जल्द 
त्रिगर नामक वैद्युत उपकरण में दो एलेक्ट्रीनी बल्ब होते हैं- 


लगभग वैसे ही , जैसे रेडियो-सेट में ।!? त्विगर में विद्युत-धारा किसी एक 
बल्ब से ही गुजर सकती है: या “बायें' बल्ब से या दायें' से। व्विगर 


)) एलेक्ट्रोनी बल्बों की जगह ट्रांजिस्टर या तथाकथित ठोस ( झिल्ली- 
दार ) सरक्टि भी हो सकते हैं, इससे कोई फरक नहीं पड़ता। 
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में दो संपर्क-बिन्दु होते हैं, जिनके सहारे बाहर से क्षणिक वंद्युत संकेत 
( स्पंद ) प्रविष्ट होते हैं; दो और संपके-बिन्दु होते हैं, जिनसे होकर 
जिगर से जवाबी स्पंद निकलते हैं। वाह्म स्पंद प्रविष्ट होने के क्षण 
(गर में बदलाव आता है: जिस बल्ब से धारा गूजर जाती है, वह 
५४ गाता है, और धारा दूसरे बल्ब से गुजरने लगती है। तिगर 
१ जवाबी स्पंद उस क्षण निकलता है, जब दायां बल्ब बह्च जाता है 
भ.ोर बायां जल उठता है। 
ग्रव देखें कि एक के बाद एक लगातार कई वंद्युत स्पंद भेजने पर 

विगर कंसे काम करेगा। त्विगर की अवस्था का मूल्यांकन दायें बल्ब 
+ अनुसार करेंगे : यदि धारा दायें बल्ब से होकर नहीं गुजरती है, तो 
फहेंगे कि त्रिगर स्थिति-0' में है, और यदि धारा दायें बल्ब से 
गुजर रही है, तो कहेंगे कि त्िगर 'स्थिति-] में है। 

हि 

प्रथम “स्थिति 0' 

-->>7। पहला स्पंद 


पहले स्पंद के बाद स्थिति 4 
जवाबी स्पंट न्राठ दूसरा स्पंद 
टूसरे स्पंट के बाद “स्थिति 0' और 
जवाबी स्पंद की उतसत्ति 

चित्र ! 


मान लें कि शुरू में त्रिगर स्थिति-0 में है, भ्रर्थात्‌ धारा बायें बल्ब से 
गुजर रही है (चित्र  )। प्रथम स्पंद भेजने पर धारा दायें बल्ब 
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से गजरने लगेगी, भ्रर्थात्‌ त्रिगर स्थिति-] में आ जायेगा। लेकिन 
इससे जवाबी स्पंद व्िगर से नहीं निकलेगा क्योंकि जवाबी संकेत सिर्फ 
दायां बल्ब बुझने के क्षण प्राप्त होता है, 'बायां बल्ब बुझने के क्षण 
नहीं । 

दूसरे स्पंद के बाद धारा अब बायें बल्ब से गुजरेगी , श्रर्थात्‌ त्रिगर 
पुनः स्थिति-0 में आ जायेगा। लेकिन इस प्रक्रिया के साथ व्रविगर 
जवाबी संकेत (स्पंद ) भी भेज देगा। 

परिणमस्वरूप ( दो स्पंदों के बाद ) त्रिगर पुन: आरंभिक अवस्था 
में श्रा जायेगा। इसीलिये तीसरे स्पंद के बाद ([ प्रथम स्पंद के बाद जेंसा 
ही ) व्विगर स्थिति-] में आ जायेगा और चौथे स्पंद के बाद ( दूसरे 
स्पंद के बाद जेसा ) जवाबी स्पंद देने के साथ-साथ स्थिति-0 में आ 
जायेगा। हर दो स्पंदों के बीच त्रिगर की अवस्थाएं इसी क्रम में दुह- 
रायेंगी । 

ग्रब॒ मान लें कि एक नहीं, कई त्रविगर हैं और बाहर से स्पंद 
प्रथम त्रिगर में आता है, प्रथम का जवाबी स्पंद दूसरे त्रिगर में आता 
है, दूसरे त्रिगर का जवाबी स्पंद तीसरे त्विगर में आता है, आदि 
(चित्र 2 में त्रिगर दायीं से बायीं ओर एक के आता एक जुड़े हुए 
हैं )। देखें कि त्रिगरों की ऐसी श्रुखला किस' तरह से काम करती है। 


_ 7+ठ0 5+न5ठ 5+]ठ 5-४5 


५ 
तीसरा तिगर टूसरा त्िगर पहला ब्विगर 
चित्र 2 


मान लें कि शुरू में सभी त्रिगर स्थिति-0 में थे। भ्रत:ः ( उदा- 
हरणतया ) पाँच त्विगरों के लिये हमारे पास क्रमचय 00000 था। 
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प्रथम स्पंद भेजने पर प्रथम तव्िगर ( सबसे दायां वाला ) स्थिति-] 
गे भ्रा जायेगा; चूँकि इस स्थिति में जवाबी स्पंद नहीं मिलेगा, इस- 
लिये बाकी त्विगर स्थिति-0 में ही रहेंगे और पूरी श्रंंखला क्रमचय 
(॥)0)0] द्वारा लंछित होगी। दूसरे स्पंद के बाद प्रथम त्रिगर स्थिति-0 
पर ग्रा जायेगा और साथ ही जवाबी स्पंद भेजेगा जो दूसरे त्रिगर को 
[*थति-] पर ला देगा। बाकी तिगर स्थिति-0 पर ही रहेंगे, अर्थात्‌ क्रम- 
पय 0000 प्राप्त होगा। तीसरे स्पंद के बाद प्रथम त्विगर स्थिति-] 
म॑ आ जायेगा और बाकी त्रिगर पहले की अवस्था में रहेंगे। क्रमचय 
(000]| प्राप्त होगा। चोथे स्पंद से प्रथम तिगर जवाबी स्पंद भेजता 
हुआ स्थिति-0 में आयेगा ; इस जवाबी स्पंद से दूसरा त्विगर स्थिति-0 
में आने के साथ-साथ अपने जवाबी स्पंद से तीसरे व्रिगर. को स्थिति-] 


म॑ ला देगा। परिणामस्वरूप क्रमचय 00]00 मिलेगा। 
इस विचार-क्रम को बढ़ाया जा सकता है। परिणामों को 


सारणीबद्ध कर सकते हैं: 


] - ले स्पंद से - क्रमचय 0000] 
2» रे #& ७... + ८ 0000 
3-रे «८ «€.. बन्‍- ८ 000 |] 
4 -थे &6 ६८ -+- ८ 0000 
5 -वें < «६ - € 000] 
6-ठे ६८ «&.. + €्‌ 000 
7 -बें ६ €६«८« +- €्‌ 00]] 
8 -वबें «८ ८. *+- ८ 0000 


हम देखते हैं कि त्रिगरों की श्रृंखला बाहर से आये संकेतों को ' गिनती ' 
जाती है और उनकी संख्या को अपने विशेष ढंग से लिखती भी जाती 
है। यह भी आसानी से देख सकते हैं कि श्रंंखला संकेतों को दशमलव 
प्रणाली में नहीं लिखती है, जिसके हम लोग आदी हैं, बल्कि द्विभू 
प्रणाली में लिखती है। 
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द्विभू प्रणाली में हर संख्या सिर्फ शन्‍्यों और इकाइयों की सहायता 
से लिखी जाती है। किसी भी श्रेणी की तुलना में अगली श्रेणी की 
इकाई सामान्य दशमलव प्रणाली की तरह दस ग॒ुनी नहीं, सिर्फ दो 
गूनी होती है। द्विभू प्रणाली में अंतिम स्थान पर (सबसे दायें ) स्थित 
इकाई साधारण इकाई है। अगली श्रेणी (दायें से दूसरे स्थान ) की 
इकाई का अ्रथ है दो, इससे अंगली श्रेणी की इकाई का गञर्थ है चार, 
इसके बाद आठ, सोलह, आदि। 

उदाहरणारथ , संख्या ।9--6 +- 2 + । द्विभू प्रणाली में निम्न प्रकार 
से लिखी जायेगी: 

00]| 

इस तरह, त्रविगरों की श्रंंखला भेजें गये संकेतों की 'गणना' 
करती है और उनकी संख्या को द्विभू प्रणाली में 'लिखती ” जाती है। 
यह भी बता दें कि त्विगर की अवस्था में परिवतन, अर्थात्‌ एक आगत 
सस्‍्पंद का अभिलेखन, सेकेंड के दस करोड़वें अंश में संपन्न होता है! 
त्िगरों पर आधारित झाधुनिक गणक मशीनें एक सेकेंड में करोड़ों 
स्‍्पंदों की गिनती कर सकती हैं। बिना किसी उपकरण के आदमी 
जिस रफ्तार से गिन सकता है, उससे यह लाखों गुना तेज है, आदमी 
की आँख एक के बाद एक गुजरते संकेतों को अलग-श्रलग तभी देख सकती है , 
जब एक के बाद दूसरा संकेत 0.] सेकेंड से कम समय में न आता हो। 

यदि बीस व्षिगरों की श्रृंखला बनायी जाये, श्रर्थात्‌ भेजे गये संकेतों 
की संख्या को द्विभू प्रणाली के बीस अंकों की सहायता से लिखा जाये, 


तो 27" -] तक की गिनती  गिन सकते हैं; यह दस लाख से बड़ी 
संख्या होगी। यदि 064 त्रिगरों की श्रुखला बनायी जाये, तो उनकी 
सहायता से विख्यात 'शतरंजी संख्याएं' लिखी जा सकती हैं। 

एक सेकेंड में दस लाख संकेत गिनने की संभावना प्रायोगिक कार्यों 
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के लिये बहुत ही महत्त्वपूर्ण है, विशेषकर नाभिकीय भौतिकी में। 
उदाहरणार्थ, परमाणु-क्षय में निकलने वाली भिन्न प्रकार की कणि- 
काओं की गिनती की जा सकती है। 


प्रति सेकेंड |] 0000 संक्रियाएं 


'पते की बात है कि त्रिगर वाले सकिट संख्याओ्रों के साथ संक्रियाएं 
संपन्न करने में भी सहायक होते हैं। उदाहरण के लिये देखा जाये 
कि दो संख्याओं का जोड़ कंसे संपन्न हो सकता है। 


प्रथम थौज्य पद 


जज 


चौथा त्िगर - तीसरा त्रिगर  ट्रेसरा तिरर पहला विगर 


चित्र 3 


मान लें कि त्विगरों की तीन श्रृखलाएं चित्र 3 की भाँति संलग्न 
की गयी हैं। त्रिगरों की ऊपरी शछंखला प्रथम योज्य पद लिखने के लिये 
है और दूसरी (मध्य ) शझांखला द्वितीय योज्य पद लिखने के लिये 
है। तीसरी (निचली ) शाुंखला से योगफल प्राप्त होगा। उपकरण 
चालू करते ही निचली. शृंखला के त्रिगरों में ऊपरी और मध्य श्यृंखलाओं 
के उन त्रिगरों से स्पंद आते हैं, जो स्थिति-] में होते हैं। 
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श्रब, उदाहरण के लिये, मान्त लें कि चित्र 3 की भाँति ऊपरी 
तथा मध्य शूंखलाओं में योज्य पद [0] और ]] ( द्विभ्‌ प्रणाली में ) 
लिखे गये हैं। तब निचली श्वृंखला के प्रथम (घुर दायें ) त्विगर में 
उपकरण चाल करने के क्षण दो स्पंद अझाते हैं - ऊपरी श्रौर मध्य 
शंखलाओं के प्रथम तिगरों से। हम जान चके हैं कि दो स्पंद प्राप्त 
करने के फलस्वरूप निचली श्वृंखला का प्रथम त्िगर स्थिति-0 में झा 
जायेगा, लेकिन साथ ही इसी शृंखला के दूसरे त्रिगर को जवाबी 
स्पंद भी भेज देगा। इसके अतिरिक्त, दूसरे त्रिगर में दूसरे योज्य 
पद से भी एक स्पंद आयेगा, जिसके फलस्वरूप दूसरा त्रिगर भीं 
स्थिति-0 प्राप्त कर लेगा और साथ ही तीसरे त्रिगर को एक जवाबी 
स्पंद भेजेगा। तीसरे त्रिगर में इसके श्रतिरिक्त दो और .स्पंद भआते 
हैं ( प्रत्येक योज्य पद से एक-एक )। तीन स्पंद प्राप्त करने के फलस्व- 
रूप तीसरा द्विगर स्थिति-] में आरा जायेगा और जवाबी स्पंद भेज 
देगा। यह जवाबी स्पंद चौथे त्िगर को स्थिति-] में ला देगा ( चौथे 
त्रिगर में कोई अन्य संकेत नहीं आता )। इस प्रकार, चित्र 3 में 
दर्शित उपकरण ऊपर-नीचे (स्तंभ रूप में ) लिखी गयी दो संख्याओ्रों 
को गिनती की द्विभू प्रणाली में जोड़ता है: 


80] 
कर ]] 


। 00 


या दशमलव प्रणाली में: 5--7-"2।॥ निचली शृंखला में त्विगरों के 
जवाबी स्पंदों का अर्थ है कि उपकरण इकाई को हाथ में (या 
मन में") रखता है और फिर उसे अगली ( उच्च ) श्रेणी में पहुँचा 
देता है। संख्याओं को ऊपर-नीचे लिखकर जोड़ते वक्‍त हम भी यही 
करते हैं। 
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यदि हर श्रृंखला में 4 नहीं, 20 तव्रिगर होते, तो दस लाख तक 
की संख्याओं को जोड़ा जा सकता था। अधिक संख्या में त्रिगर लेने 
पर अधिक बड़ी संख्याएं जोड़ी जा सकती हैं। 

अब यह बता दें कि जोड़ संपन्न करने वाले उपकरण का सकिट 
वास्तविकता में चित्र 3 के उपकरण से कुछ अधिक जटिल होता है। 
खासकर उपकरण में ऐसी प्रयुक्ति होनी चाहिये, जो संकेत को देर 
से पहुँचने को बाध्य कर सके। उपरोक्त सकिट वाले उपकरण में दोनों 
योज्य पदों के संकेत निचली श्यृंखला के प्रथम त्रिम्श में एक साथ 
पहुँचते हैं (उपकरण चालू करने के क्षण) । फल होगा कि दोनों 
संकेत घुल-मिल जायेंगे और त्रिगर उन्हें एक अकेले संकेत के रूप 
में ग्रहण करेगा। ऐसा न हो, इसके लिये जरूरी है कि योज्य पदों 
के संकेत एक साथ नहीं, बल्कि आगे-पीछे पहुँचें ( अ्र्थात्‌ एक संकेत 
कुछ देर से पहुँचे )। इस देरी” के कारण दो संख्याओ्रों को जोड़ने 
में कुछ अधिक समय लगेगा, बनिस्वत कि त्रिगर में एक संकेत के 
ग्रभिलिखन में। " 

सकिट बदलकर उपकरण से जोड़ की जगह घटाव का काम भी 
लिया जा सकता है। उससे गुणा भी करवाया जा सकता है (यह एक 
ही संख्या को स्वयं से नियत संख्या बार «जोड़ने की क्रिया है और 
इसमें जोड़ की अपेक्षा कई गुना अधिक समय लगता है )। भाग तथा 
ग्रन्य संक्रियाएं भी संपन्न करायी जा सकती हैं। 

उपरोक्त प्रकार की प्रयुक्तियां आधुनिक कलनक मशीनों में काम 
ग्राती हैं। ये मशीनें एक सेकेंड में सेकड़ों तो क्या, हजारों संक्रियाएं 
भी संपन्न कर सक़ती हैं। ऐसी मशीनें भी बनी हैं, जो एक सेकेंड में 
दरा लाख संक्रियाएं संपन्न कर सकती हैं। झ्राप कहेंगे कि संक्रिया 
संपन्न करने के लिये इतना सर -चकराने वाली रफ़्तार की जरूरत 
ही क्‍या है! उदाहरणाथथ, क्या फक पड़ता है कि मशीन 5-शअ्रंकी 


29 


संख्या का वर्ग कितने समय में प्राप्त करती है: सेकेंड के सहस्रांश में , 
या चौथाई सेकेंड में ? हमारे लिये दोनों ही “क्षणिक' हल होंगे... 

पर निर्णय लेने में जल्दबाजी न करें। एक उदाहरण लेते हैं। 
शतरंज का खिलाड़ी चाल चलने के पहले दसियों और यहां तक कि 
सेकड़ों संभव पर्यायों का विश्लेषण करता है। यदि एक चाल के विश्ले- 
षण में मान लें कि कुछ सेकेंड भर लगते हैं, तो सकड़ों पर्यायों के 
विश्लेषण में दसियों मिनट की जरूरत पड़ सकती है। अश्रक्सर ऐसा होता 
है कि जटिल पाटटियों में खिलाड़ी के पास समय बहुत कम रह जाता 
है, श्रर्थात्‌ वे जल्दी-जल्दी चालें चलने को बाध्य हो जाते हैं, क्योंकि 
वे अपना अधिकांश समय इसके पहले की चालें सोचने में ख्॑ कर 
चुके होते हैं। और यदि शतरंज के खेल में पर्यायों का विश्लेषण मशीन 
को सौंप दिया जाये तो ? एक सेकेंड में हजारों कलन करने की क्षमता 
के कारण मशीन “पलक मारते” सभी पर्यायों का निरीक्षण कर लेगी ; 
उसे समय की कमी कभी भी नहीं पड़ेगी... ह 

आप बेशक विरोध करेंगे कि कलन करना (चाहे वे लाख जटिल 
हों) एक बात है और शतरंज खेलना दूसरी बात है। मशीन यह 
काम नहीं कर सकती। शतरंज का खिलाड़ी पर्यायों का निरीक्षण करते 
वक्‍त जोड़-घटाव नहीं करता, वह सोचता हें! बहस नहीं करेंगे: 
इस प्रश्न पर हम नीचे विचार करेंगे। 


शतरंज को संभव पार्टियों को संख्या 
कितने भिन्न प्रकार से शतरंज की चालें चली जा सकती हैं, 
इसकी संख्या सल्निकट रूप से निर्धारित करते हैं। सही-सही हिसाब 
लगाना कल्पनातीत काम है, लेकिन शतरंज की सभी संभव पार्टियों की 
रुख के सन्नरिकट मूल्यांकन से हम पाठक का एक परिचय करा सकते 
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जे अप + बेल्जियम के गणितज्ञ क्राइचिक की पुस्तक “ गणितीय खेल और 
” में इस तरह से हिसाब लगाया गया है: 

“४ सफेद पहली चाल 20 चालों में से चुन सकता है ( आठ पैदलों 
से ]6 चालें संभव हैं, क्‍योंकि हर पैदल एक या दो घर आगे बढ़ 
सकता है, इसके अतिरिक्त वह दोनों में से प्रत्येक घोड़े की दो चालों 
में से कोई एक चल सकता है )। सफंद की हर चाल के जवाब में 
काला भी 20 चालों में से कोई एक चल सकता है। सर्फद की हर 
चाल के साथ काले की हर चाल मिलायी जाये, तो दोनों तरफ से 
एक-एक चाल चल चुकने पर 20 -20--400 भिन्न पार्टियां मिलेंगी। 

पहली चाल के बाद संभावित चालों की संख्या बढ़ जाती है। 
उदाहरण के लिये, यदि सफंद ने पहली चाल ८2--८4 चली है, 
तो दूसरी चाल के लिये उसके पास चुनने के लिये 29 चालें हो जाती 
हैं। (अभिलेख ८2---८4 का मतलब है कि स्तंभ 2 और कतार 2 
के कटान पर स्थित घर से गोटी चली है स्तंभ ० और कतार 4 के 
कटान पर स्थित घर की ओर; दे. चित्र 4)। 


श्रागे चलकर चालों की संख्या और भी तेजी से बढ़ती है। घर 
45 पर स्थित फर्जी ही चालों के 27 पर्याय रखता है (यदि यह 
मान लें कि जहां वह जा सकता है, वे घर खाली हैं )। पर हिसाब 
श्रासान करने के लिये निम्न संख्याओं को श्रौसत मान लेते हैं: 

पहली चाल में दोनों के लिये बीस-बीस पर्याय हैं; 

प्रत्येक अगली चाल में दोनों के लिये तीस-तीस पर्याय हैं। 

यह भी मान लेते हैं कि एक पार्टी (शुरू से भ्रंत तक के एक 
खेल ) में 40 चालें चली जाती हैं। तब सभी पार्टियों की कुल संख्या 
निम्न व्यंजन द्वारा व्यक्त होगी: 


(20 . 20) . (30 . 30)%., 


यह कौनसी संख्या है, यह सन्निकट रूप से निधारित करने के 
लिये निम्न रूपांतरण ओर सरलीकरण करते हैं: 


(20 . 20) . (30 . 30)% _. 2070 . 3070 -- 27० . 37० . ]000, 
2!० की जगह इसके निकट की संख्या 000 , श्रथात्‌ 0१ लेते 


हें । 
व्यंजन 3?" को निम्न रूप में व्यक्त करते हैं (यह मानकर कि 
39220 झौर 3+2280 है): 


37० --3% . 32 ८४ 0(307 «४ 0 - 807 -- 0 870 . ।07--2श . ]078 -. 
--2(27०४ . ]078 “2 . 0% . ]078 -- 2 . 023, 


गत: 
(20 - 20)? . (30 . 30)% ८ 08 . 2. 093 . [060 - 2 . [0!76, 
यह शतरंज के आविष्कार के लिये पुरस्कार-स्वरूप मांगे गये गेहूँ 
के दानों की विराट संख्या से भी बहुत ज्यादा है (आविष्कारक ने 
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शतरंज के 04 घरों में से पहले घर के लिये एक दाना, दूसरे के 
लिये दो, तीसरे के लिये चार, चौथे के लिये आठ , आदि | दाने मांगे 
थे, दानों की कुल संख्या 204-...] ४ 8 . ]0/8 होती थी )। यदि दुनिया 
के सभी लोग दिन-रात शतरंज ही खेलते रहें और एक चाल में सिर्फ 
एक सेकेंड लगे, तो सभी भिन्न पार्टियों को पूरा करने में 0!0 शतियां 
बीत जायेंगी। 


शतरंज खेलने वाली मशीन 


ब्ध्स्य्य्य््य्य्स्ख्स्य्य्च्थ्न्स्ज्खखव्खस्खल्ख््धपपरट्स्सोे 


ग्रापपो शायद यह जानकर आश्चर्य होगा कि एक समय शतरंज 
खेलने वाली मशीन भी थी। इसे कैसे संभव माना जाये, यदि शतरंज 
में गोटियों के विभिन्न मिलापों की संख्या व्यवहारत: अनंत है? 

इसका रहस्य बहुत सरल है। शतरंजी मशीन नहीं थी, इसमें 
सिर्फ विश्वास था। इतिहास में एक मशीन को विशेष लोकप्रियता मिली 
थी, जिसके रचेता थे हंगेरियन यंत्नकार वोल्फगांग फोन केंपेलेन (734 
-- 804)। उन्होंने अपनी मशीन आस्ट्रिया और रूस के राजदरबारों 
में दिखायी, फिर पेरिस और लंदन में सार्वजनिक प्रदर्शनी झ्रायोजित 
की। इस मशीन के साथ नेपोलियन-! भी खेले थे ; उन्हें पूरा विश्वास 
था कि वे मशीन के साथ ही खेल रहे हैं। पिछली शती के मध्य में 
मशीन अमेरिका पहुँची, जहां फिलाडेल्फिया में आग लगने से उसका 
श्रंत हो गया। 

शतरंज खेलने वाली श्रन्य स्वचल मशीनें थीं, पर उन्हें इतना 
पण नहीं मिला था। फिर भी इस तरह की स्वचल रूप से काम करने 
पाली मशीनों में लोगों का विश्वास आगे चलकर भी कम नहीं हुआ। 

वास्तविकता में एक भी मशीन खुद शतरंज नहीं खेलती थी। 
भीतर एक जीता-जागता खिलाड़ी छिपा रहता था, जो गोटियां चलाता 
भधा। यह मिथ्या स्वचल मशीन एक बहुत बड़े डिब्बे के आकार की 
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होती थी, जो तरह-तरह के कल-पुर्जों से भरा रहता था। 
डिब्बे पर शतरंज बिछा होता था, एक पुतले का हाथ गोटियां 
चला करता था। खेल के आरंभ में लोगों को यह देखने का मौका 
दिया जाता था कि डिब्बे के भीतर कल-पुर्जों को छोड़कर और कुछ 
नहीं है। फिर भी डिब्बे में नाटे कद के आदमी के लिये काफी जगह 
रहती थी (इस आदमी की भूमिका योगान श्रालगेयर ओर .विलियम 
ल्यूइस जेसे विख्यात खिलाड़ी निभाया करते थे )। संभव है कि जब 
लोगों को डब्बे का एक भाग खोलकर दिखाया जाता था, भीतर 
छिपा हुआ आदमी बिना शोर-शराबे के दूसरे भाग में खिसक जाता 
था | कल-पुर्ज “मशीन के काम में कोई हिस्सा नहीं लेते थे, वे सिर्फ 
दिखाने और खिलाड़ी को छिपाने के लिये होते थे। 

ऊपर॑ जो कलन दिखाये गये हैं, उनसे सिर्फ एक निष्कर्ष निकल 
सकता है: शतरंज की भिन्न पार्टियों की संख्या व्यवहारत : श्रनंत है 
ओर स्वचल रूप से सबसे सही चाल ढूढ़ने वाली मशीन के अस्तित्व 
में सिर्फ सीधे-सादे लोग ही विश्वास कर सकते हैं। इसीलिये शतरंज 
के खेल पर संकट कभी नहीं आयेगा। 

लेकिन पिछले वर्षों से कुछ ऐसी घटनाएं सामने आयी हैं, जो 
इस निष्कर्ष को संदेहमय बना हैं। शतरंज खेलने वाली मशीनें बन 
चुकी हैं। ये जटिल कलनक मशीनें हैं, जो प्रति सेकेंड हजारों संक्रियाएं 
संपन्न कर लेती हैं। ऐसी मशीनों के बारे में ऊपर बताया जा चुका 
है। लेकिन मशीन शतरंज कंसे खेल सकती है? 
. मशीन तो संख्याओ्रों के साथ संक्रियाओ्ों के अ्रतिरिकत श्रौर कुछ 
भी नहीं कर सकती। लेकिन कलन संक्रियाञ्रों के एक निश्चित आरेख , 
एक निश्थचित प्रोग्राम के अनुसार संपन्न होते हैं, जिसे पहले से बनाया 


जाता है। 
गणितज्ञ शतरंज का प्रोग्राम इस खेल की निश्चित कार्यनीति के 
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प्राधार पर बनाते हैं। कार्यनीति का शअ्रर्थ है. नियमों का एक तंत्र 
(जाल ), जिसका अनुसरण करते हुए एकमात्र (इस कार्यनीति की 
दृष्टि से श्रेष्ठ ) चाल ज्ञात कर सकते हैं। ऐसी कार्यनीति का एक 
उदाए्टरण प्रस्तुत करते हैं। हर गोटी का मूल्य अंकों में आँका जाता है: 


राजा न+200 अंक प्यादा +- गअ्रंक 
फर्जी +-9 अंक पिछड़ा प्यादा -- 0.5 अंक 
किश्ती -+5 अंक ग्रकेला प्यादा -- 0.5 अंक 
हाथी -+-3 अंक ग्रागे-पीछे खड़े -- 0.5 अंक 
घोड़ा +3 अ्रंक दो प्यादे 


«०. -- तल -कन-ाम-मममानामक»-०३०»»- 


इसके अतिरिक्त , गोटियों के व्यूह ( पारस्परिक स्थिति और पार- 
धपरिक क्रिया ) का भी मूल्यांकन होता है, जैसे गोटी को चलने के 
।।॥ कितने स्थान: हैं, केन्द्र में है या बिल्कुल किनारे। ये मूल्यांकन 
५४शां में होते हैं। सफेद गोटियों के सारे अंक जोडकर देखते हैं कि 
५४ काले के अ्रंकों के योगफल से कितना अंतर रखता है। यह अंतर 
४ किसी सीमा तक काले की तुलना में सफेद की शक्ति दिखाता है। 
॥दि यह अंतर धनात्मक है, ती सफेद की स्थिति भ्रधिक अच्छी है और 
॥ 4 ऋणात्मक है, तो काले की स्थिति अधिक शअश्रच्छी है। 

कलनक मशीन हिसाब लगाती है कि अगले भिन्न प्रकार के तीन 
५।५। से अंकों का अंतर किस तरह बदल सकता है, इसके बाद इनमें 
॥ बह श्रेष्ठ तीन चालें चुनती है और कागज पर छाप देती है। इसका 
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मतलब है कि मशीन अपनी चाल चल चुकी है?। एक चाल चलने 
में मशीन को बहुत कम समय लगता है (यह प्रोग्राम के प्रकार और 
मशीन की गति पर निर्भर करता है ), इसलिये मशीन के लिये टाइम- 
ग्राउट का खतरा नहीं रहता। 

आगे की सिर्फ तीन चालें देख सकना निश्चय इस बात का द्योतक 
है कि मशीन एक काफी कमजोर खिलाड़ी है (अच्छे खिलाड़ी दस- 
दस चालें देख जाते हैं )। लेकिन इसमें शक नहीं है कि मशीनें जल्द 
ही औझऔर अच्छी तरह से खेलना सीख जायेंगी, क्योंकि कजनक का 
विकास बहुत तेजी से हो रहा है। | 

शतरंज का प्रोग्राम बनाने के बारे में श्रधिक विस्तार से कुछ 
कह पाना इस पुस्तक में संभव नहीं है, लेकिन चंद सरलतम प्रोग्रामो 
का आरेख अगले श्रध्याय में देखेंगे । 


तीन अंकों से यथासंभव बड़ी संख्या व्यक्त करने की विधि सभी 
जानते होंगे। इसके लिये तीन नहले निम्न प्रकार से लिखने चाहिये: 


)) शतरंज में श्रन्य प्रकार की कार्यनीतियां भी संभव हैं। यथा , कोई 
' जरूरी नहीं कि प्रतिद्वंदी की हर संभव चाल का विश्लेषण किया जाये, 
उसकी सिर्फ शक्तिशाली चालों को देखने से भी काम चल सकता 
है ( जैसे प्रतिद्ंदी की तरफ से शह , आ्राक्रमण , सुरक्षा आदि की चालें )। 
यदि प्रतिद्वंदी की सिर्फ विशेष रूप से सशक्त चालें ही देखी जायें, तो 
अगली तीन ही नहीं, कई चालों का विश्लेषण किया जा सकता है। 
गोटियों के मूल्यांकन के लिये भी किसी अन्य पैमाने का उपयोग संभव 
है। मशीन के खेल की शली कार्यनीति के चयन पर ही निभंर 
करती है ' 
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9 

भ्रथात्‌ू 9 का तीसरा “पराघात” लिखना चाहिये। 

यह संख्या इतनी विराट है कि कोई तुलना नहीं हो सकती। 
श्रद्ांड में एलेक्ट्रोनों की कुल संख्या भी इसका एक क्षुद्रांध ही होगी। 
॥४॥ पुर्तक 'सरस गणित” (अध्याय 0 ) में इसके बारे में बताया 
॥। पु+ा है। इसे फिर से दुहरा रहा हूँ सिर्फ इसलिये कि श्रापके सामने इसी 
(रह का एक अन्य प्रश्न रखना चाहता हूँ: 

संक्रिया-चिनज्हों का उपयोग किये बगर तीन दुक्‍कों की सहायता 
शी संभावित महत्तम संख्या लिखों। 


हल 


नहलों की तिमंजिलोी स्थिति देखकर आप शायद दुक्‍कों को भी 
(शी स्थिति में अंकित करने जा रहे हैं: 


227 


लेकिन इससे प्रत्याशित प्रभाव नहीं उत्पन्न होता है। इससे एक 
५४वीं ही छोटी संख्या लिखी गयी है-यहां तक कि 222 से भी छोटी । 
थास्तविकता में हमने सिर्फ 24 अर्थात्‌ 6 ही लिखा है। 
तीन दुक्‍कों से लिखी जा सकने वालो महृत्तम संख्या न 222 है, 
न 22% (भ्रर्थात्‌ 484 ) ही है। यह है 
228 --4 ]94 304. 


उदाहरण बड़ा ही शिक्षाप्रद है। वह दिखाता है. कि गणित में 
पथी-पदखी नहीं करनी चाहिये; इसमें सादश्य से गलत निष्कर्ष भी 
(ले सकते हैं। 
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तीन तिक्‍कों से 
अगला प्रश्न शायद आप सावधानी से सोचसमझ कर हल करेंगे। 


प्रश्न 


संक्रिया-चिन्हों का उपयोग किये बगैर तीन तिकक्‍कों से यथासंभव 
बड़ी संख्या लिखें। 


हल 
तिमंजिला रूप यहां भी कारगर नहीं होगा, क्योंकि 
3» अर्थात्‌ 3# कम है 3» से। 
अंतिम रूप ही उत्तर है। 
तोन चोश्ों से 
प्रश्न द 
संक्रिया-चिन्हों के बिना सिर्फ तीन चौओों की' मदद , से यथासंभव बडी 


संख्या लिखें।] 


हल 


यदि इसका हल आप पिछले दो प्रश्नों की तरह ढूढ़ेंगे, ग्रर्थात्‌ 
यदि झाप निम्न उत्तर देंगे: 
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444 
तो आप गलत होंगे, क्योंकि इस बार तिमंजिला रूप 
444 


ही इष्ट है, क्योंकि इसमें 44-256 है और 42० निश्चय ही 4* से 
बड़ा है। 


तीन समान श्रंकों से 


तीन समान श्रंकों को तिमंजिला रूप में लिखने पर कभी यथा 
संभव बड़ी संख्या मिल जाती है, तो कभी - नहीं । इस चकराने वाली 
बात को समझने के लिये प्रश्न को कुछ गहराई से व्यापक रूप में 
देखें : 

संक्रिया-चिन्हों का उपयोग किये बगैर तीन समान अंकों से यथा- 
संभव बड़ी संख्या लिखें। 

अक को ६८ से द्योतित करें। रूप 


222 3५3, 484 
को तरह ८ को तीन बार लिखने पर 
दा९०+ग श्र्थात्‌ [५ 


मिलेगा। तिमंजिला रूप देने पर मिलेगा: 


47, 
ग्रब॒ निर्धारित करते हैं कि किन परिस्थितियों में पिछला रूप 


ग्रधिक बड़ी संख्या व्यक्त करेगा और किन परिस्थितियों में - तिमंजिला 
रूप। चकि दोनों ही व्यंजनों में घात का आधार समान है, इसलिये 
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वही व्यंजन बंड़ी संख्या व्यक्त करेगा, जिसके घात का सूचकांक बड़ा 
होगा। ग्रत: हमारा प्रश्न है: 


47" -> ]6 
कब होगा ? 
दोनों पक्षों में 4८ से भाग देते हैं। प्राप्त होगा: 
4१%” >> ]. 


आप सरलतापूर्वक देख सकते हैं कि 4८7! तभी |] से श्रधिक 
होगा, जब ८ का मान 3 से अधिक होगा, क्‍योंकि 


48 4-> [, 


जबकि घात 3* और 2 संख्या |] से कम हैं। 

अब पिछले प्रश्नों की विचित्रता समझ में आ जाती है: दुबकों 
ग्औौर तिक्‍कों को एक रूप में लिखना है और चौगों या इससे बड़े मान 
वाले किनन्‍्हीं अश्रंकों को दूसरे रूप में लिखना पड़ता है। 


चार इकाइयों से 


प्रश्न 


बिना किसी गणितीय संक्तिया का उपयोग किये, चार इकाइयों 
की सहायता से यथासंभव महत्तम संख्या लिखें 


हल 


मन में सबसे पहले संख्या []]] झ्ाती है, पर यह प्रश्न की 
मांग पूरी नहीं करती, क्योंकि घात 
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] ]74 


संख्या |[]] से कई गुना अधिक है। !] को दस बार गुणां करके 
यह संख्या प्राप्त करने का धीरज शायद ही किसी में होगा, पर लग- 
रथी सारणी की सहायता से हम इसका मूल्यांकन जल्द कर सकते हैं। 

यह संख्या 285 अरब से भी अधिक है, अर्थात्‌ ]] की तुलना 
में 250 लाख गुना से भी ज्यादा है। 


चार दुक्‍्कों से 


प्रश्न 
इस प्रकार का प्रश्न विकसित करने में एक और कदम उठाते 
हैं, चार दुक्‍कों के लिये प्रश्न रखते हैं: 
चार दुक्‍कों को किस तरह लिखने पर वे महत्तम संख्या व्यक्त 
करेंगे ? 
हल 
ग्राठ संभव रूप हैं: 
4222, 2225, 227, 222, 
227, 229, 227, 222 | 
इनमें से कौनसी संख्या बड़ी है? 
पहले ऊपरी, ग्रर्थात्‌ दुमंजिला रूप देखते हैं। 


पहला रूप - 2222- बाकी तीनों से कम है, यह बिल्कुल स्पष्ट है। 
अ्रब॒ निम्न दो की तुलना करते हैं: 


2222 और 2225, 
4! 


दूसरे का निम्न रूपांतरण करें: 
220 -- 228 ए _. (2297 -.. 48477, 


ग्रंतिम संख्या 2222 से बड़ी है, क्‍योंकि घात 484" में घात 
का आधार और सूचक दोनों ही बड़े हैं, बनिस्बत कि 222 में। 
अब 22% की तुलना प्रथम पंक्ति के श्रंतिम व्यंजन - 222 - से 
करते हैं। 22: की जगह इससे बड़ी संख्या 32» लेते हैं और दिखाते 
हैं कि यह भी कम ही है यदि इसकी तुलना 2“ से करें। 
सचमुच ही, 
32०2 -.. (2०2: --2770, 


झौर यह घात कम है, बनिस्बत कि 22 । 
अब पाँच संख्याओ्रों की तुलना करनी है-अभी-अभी प्राप्त संख्या 
की ओर निम्न चार संख्यातञ्रों की: 


222 292४ 2० 2४४ 


अंतिम संख्या का मान सिर्फ 27 है। ग्रतः: प्रतियोगिता में वह 
तुरंत पीछे हट जाती है। आगे, इस पंक्ति में पहली संख्या का मान 
224 के बराबर है, जो 324 (थ्र्थात्‌ 27" ) से छोटा होने के कारण 
बाकी दोनों से भी छोटा है। ञ्रतः . श्रब तीन संस्याओ्रों की तुलना करनी 
है, जो संख्या 2 के घात हैं। स्पष्ट है कि 2 के घातों में से बडा 
वही होगा, जिसका घात बड़ा होगा। ,ज्ञेकिन  सीनों' सूचंकीं 


222, 484 शोर 2?००५--27० ०. 22 5 [0९ . 4) 
में से अंतिम सूचक निश्चय ही सबसे बड़ा है। 
इसलिये चार दुक्‍कों से जो सबसे बड़ी संख्या लिखी जा सकती 
है, वह इस प्रकार को है; 
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09222 


इस सख्या के मान का अंदाज लगरथी सारणियों के बगर ही 
लगाया जा सकता है; इसके लिये निम्न समीपवर्ती समिका का उपयोग 
करना होगा : 


27० 2 | 000. 
सचभुच ही, 
222 -- 220 , 22 2 4 - [00, 


2222 / 24000000 -... ]0200000 


निष्कर्ष : इस संख्या में 2 लाख से अधिक अंक हैं। 


ग्रध्याय 2. 


बोजगणित की भाषा 


समीकरण रचने की कला 


बीजगणित की भाषा है-समीकरण। “संख्याओं से या राशियों 
के अमूत्त नातों से संबंधित प्रश्न हल करने के पहले उसे अपनी मातृ- 
भाषा से बीजगणित की भाषा में. रूपांतरित करना चाहिये, " - यह 
महान न्यूटन ने बीजगणित की “सर्वंसामान्य अंकगणित नामक अपनी 
पाठय-पुस्तक में लिखा था। मातृभाषा से बीजगणित की भाषा में अनु- 
वाद कंसे होता है, यह न्यूटन ने उदाहरणों से समझाया था। उनका 
एक उदाहरण निम्न है: 


मातृभाषा में बीजगणित की भाषा में 


सोदागर के पास एक 


है 
धन-राशि थी। 
व तक [[/।|।। 
प्रथंम वर्ष 00 0 5 | 
|| पौंड खर्च कर दिये। 0 2) 
५ ॥ ॥ | 

में | ॥$ 

शेष में उसका तीसरा ४--00_ 4&--400 


(४-- 00) + ----- 


भाग और मिला दिया। 3 
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रे की भाषा में 


मात्‌ भाषा में 


अगले वर्ष उसने फिर 00 
पोंड खर्चे कर दिये। 


4./--400 4.४--7/00 
442 लिंक 3८“ म मा मे "है >> शिामा की 23242 व 
3 ०७ 3 


ओगर शेष में उसका तीसरा 


4.0--700 4../---700 _ __65--2800 
मर 24:24: 54840; 
भाग मिला दिया। 


3 6 नः 


पौंड खर्च कर दिये। 9 


शंष में उसका तीसरा भाग 
मिलाने के बाद 


6४--3700 | 6%--3700 _ _64५--4800 
ठ ठ् ठ्ा 

उसकी पेँजी आरंभिक 

राशि से दुगूनी हो गयी। 


नल न न "व नतत लता »। अत व -बल+म०न-»+ 


64%४--4800 __०, 


तीसरे वर्ष उसने फिर 00 6४--2800 __]00 _. !0:--3700 
7 9 
| बद 


(उत्तर : ४-- 480 पौंड) 


सौदागर की आरंभिक धन-राशि ज्ञात करने के लिये बस अंतिम 
रामीकरण हल करने की जरूरत है। 
समीकरण हल करना अक्सर बहुत सरल होता है, पर प्रश्न में 
दी ' गयी शर्तों के आधार पर समीकरण गढ़ना अभ्रधिक कठिन होता 
। अभी-गअज्ी आपने देखा है कि समीकरण रचने की कला दरगसल 
मातभाषा से बींज॑ंगंणितीय भाषा में” अ्नवाद करने की ही कला 
हैं। लेकिन बीजगणित की भा में शब्द अधिक नहीं हैं, इसलिये 
उरामें मातृभाषा का हर मुहावरा आसानी से अनूदित नहीं हो पाता। 
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अनुवाद में कठिनाइयों की कई कोटियां हैं, यह पाठकवृ्‌ द प्रथमघाती 
समीकरण रचने के चंद उदाहरणों से स्वयं देख ले सकते हैं। 


देशोफांत का जीवन 


अश्न 


प्राचीन प्रतिभावान गणितज्ञ देशोफांत की जीवनी के बारे में हम 
बहुत कम जानते हैं। जो कुछ हमें ज्ञात है, वह उनकी कब्र पर खुदे 
हुए एक गणितीय प्रश्न से है, जिसे हम नीचे दे रहे हैं। 


मातृभाषा में बीजगणित की भाषा में 


। यात्री , यहां समाधि है 


देझशोफांत की। 4 
संख्याश्रों का चमत्कार बतायेगा , 
कितनी उम्र थी उनकी। 
छठा भाग सुहाना बचपन था। २6 
बारहवां भाग और गुजरा - ४2 


भीग श्रायीं मसें, 
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बस पिता की श्राधी। 


मातभाषा में बीजगणित की भाषा में 
सातवां बीता - निस्संतान 7 
दांपत्य में । 
पाँच वर्ष और बीते हु 
मुख देखे प्रथम पुत्र के 
जिसे भगवान ने उम्र दी डे 
डे 


और गहन शोक में बूढ़ा 

भाग: का: मारा इहलोक में |. ल-+- व +9+्डं-+4 
चार वर्ष और जीकर 

विदा लिया उस लोक में। 


बता, कितना जीकर देश्रोफांत 
स्वीकारा मृत्यु, श्रपना देहांत ! 


हल | 

समीकरण हल करने पर ४८-84 प्राप्त होता है, जिससे हमें देझो- 

फांत के जीवन संबंधी निम्न तथ्य ज्ञात होते हैं: उनकी शादी 2] वर्ष 

में हुई थी, 38 वर्ष में वे पिता बने, 80 वर्ष की उम्र में पुत्र खोया , 
84 में मृत्यु को प्राप्त हुए। 
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घोड़ा श्रोर गधा 
प्रश्न 


एक और पुराना प्रश्न प्रस्तुत है, जिसका मातृभाषा से बीजगणित 
की भाषा में सरलतापूर्वक अनुवाद किया जा सकता है। 

“एक छोड़ा और एक गण पीठ पर बोरियां लादे हुए साथ-साथ 
चल रहे थे। घोड़ा रो रहा था कि उसपर बहुत भारी बोझ है। 
क्यों रोता है? -गधे ने जवाब दिया। -यदि में तुम्हारी एक बोरी 
ले लूँ, तो मेरा बोझ तुमसे दुगुना हो जायेगा। लेकिन यदि तुम मेरी 
एक बोरी ले लेते, तो तुम्हारा बोझ मेरे बराबर हो जाता।' 

बताएं, चतुर गक्ातज्ञ, कितनी बोरियां घोड़ा ढो रहा था 
गऔर कितनी -गधा ! 


यदि में तुम्हारी एक बोरी ले लूँ ह--] 
तो मेरा बोझ ४-+- 
तुमसे दुगुना हो जायेगा 9--5-2(. --- ) 
लेकिन यदि तुम मेरी एक बोरी ले लेते , #--] 
तो तुम्हारा बोझ अन-। 


मेरे बराबर हो जाता -- | 55४-- 


हमने प्रश्न को दो अज्ञात राशियों वाले समीकरण-तंत्र के रूप 
में परिणत कर दिया है: 
४-+- --2(४--) का 2.८ -- # 5-७ 
४-- -४-+- ! ६-4 5-2. 
हल करने पर ४555, ४5-५7 मिलता है। घोड़ा 5 बोरियां ढो 
रहां था और गधा-पूरी 7 बोरियां। 


चार भाई 


खन्ना अनििलनीन लीन िननननान नल 


अरन 


चार भाइयों के पास कुल 45 रूबल थे। यदि पहले भाई की 
राशि में 2 रूबल जोड़ दिया जाये और दूसरे की राशि से 2 रूबल 
घटा लिया जाये, साथ ही तीसरे की राशि दुगुनी कर दी जाये और 
चोथे की राशि आधी कर दी जाये, तो चारों के पास बराबर राशियां 
हो जायेंगी। प्रत्येक के पास कितना धन था? 


हल 
चार भाइयों के पास 45 रूबल थे। ४--४--2-+-# "5 45 
यदि पहले भाई की राशि में 2 रूबल ४+-2 
जोड़ दिया जाये , 
आर दूसरे की राशि से 2 रूबल' घटा ३-४ 
लिया जाये, 


4--862 409 


साथ ही तीसरे की राशि दुगुनी कर ० 
दी जाये छ 
गौर चोथे की राशि ग्राधी कर दी | 
जाये ्ठ 


तो चारों के पास बराबर राशियां हो 


आगगी नो 95 0 व 2289 ५ 
जायेंगी 52 ठ 


ग्राखरी समीकरण को तीन समीकरणों में तोड़ तोड़ लेते हैं: 


इससे 


ठ 4 
/--2//--4. 


ये मान प्रथम समीकरण में रखने पर मिलेगा: 
४+>+4+- पर --2/--4--45, 


जिंसंसे <--8 है। आगे: ४-5]2, 25-9७, #5"--20 मिलता है। अ्रत 
भाइयों के पास थे क्रमश:- 
8 रूबल, !2 ख्बल, 5 खरूबल, 20 रूबल। 
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नदी पर चिड़ियां 


प्रश्न 


]]-वीं शती के एक अरबी गणितज्ञ के पास इस तरह का एक 
प्रश्न था: 

नदी के तटों पर आमने-सामने खजूर के एक-एक वृक्ष हैं। एक 
फी ऊँचाई 30 हाथ है, दूसरे की 20 हाथ। उनके आधारों की 
भ्रापसी दूरी 50 हाथ है। दोनों की चोटी पर एक-एक चिड़िया बैठी 
९। भ्रचानक दोनों व॒क्षों के बीच नदी की सतह पर एक मछली दिखी। 
दोनों चिड़ियां एक ही साथ समान वेग से झपटीं और एक ही साथ 
मछली को जा पकड़ी। 


5. 


ग्रधिक ऊँचे खजूर के आधार से किस दूरी पर मछली दिखी 
थी? 


हल 


चित्र 6 में दिये गये आरेख में पिथागोरस के साध्य से निर्धारित 
करते हैं: 


८82 --302-|-22, 4८2--20*-|- (50 -. ४)*, 


चित्र 6 


लेकिन 8-4८ है, क्‍योंकि इन दूरियों को दोनों चिड़ियों ने 
एक ही समय में तय किया है: 


302--22--202-।- (50 -- ४)%, 
कोष्ठक खोलकर आवश्यक सरलीकरण के बाद प्रथम घात का 
समीकरण प्राप्त करते हैं: 
00,/--2000, 
जिससे ४5-20 हाथ। 
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मछली खजूर के 30 हाथ ऊंचे वक्ष के आधार से 20 हाथ की 
दूरी पर निकली थी। 


-कल दिन में मेरी ओर आ जायें,-बूढ़े डाक्टर ने अपने एक 
परिचित से कहा। 

- धन्यवाद । मैं तीन बजे निकलूंगा। यदि आपकी भी टहलने 
की इच्छा हो, तो आप भी इसी समय घर से निकलें। बीच में मिल 
लेंगे। 

- लेकिन आप भूल रहे हैं कि मैं बूढ़ा हूँ और एक घंटे में 3धा 
से अधिक नहीं चल सकता। आप जवान आदमी हैं, बहुत धीरे चलेंगे , 
तो भी एक घंटे में 40॥ चल लेंगे। मुझे कुछ छुट दे देते, तो अच्छा 
था। 

-ठीक है। चूंकि मैं एक घंटे में आप से ॥|४ अधिक चलता 
हूँ, इसलिये बराबरी करने के लिये यह एक किलो मीटर मैं आप 
को दे देता हूँ, अर्थात्‌ मैं चौथाई घंटा पहले निकल जाऊंगा। ठीक 
रहेगा ? 

- बहुत दया होगी आपकी ओर से ,- डाक्टर तुरंत तैयार हो गये। 

जवान ने ऐसा ही किया: वह पौने तीन बजे घर से निकल गया 
और 4|7॥ के वेग से चलां। डाक्टर ठीक तीन बजे निकले और 
3]0॥/7 की दर से चले। जब दोनों मिले, तो डाक्टर वापस मुड़ गये 
भ्रोर जवान मित्र को अपने घर ले गये। 

जवान आदमी जब अपने वर लौटा, सिर्फ तब समझा कि सिफ्फ 
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पंद्रह मिनट की छूट देकर उसे कुल मिलाकर डाक्टर से दुगना नहीं, 
चोगुना चलना पड़ा है। 
डाक्टर के घर से उनके जवान मित्र का घर कितना दूर है? 


हल 


घरों के बीच की टूरी ४ (|!) से द्योतित करते हैं। जवान आदमी 
22 चला है और डाक्टर-चार गुना कम, श्रर्थात -5 । मिलने 


ै न ५ 
तक डाक्टर उठा का आधा, अर्थात्‌ "हु चला था और जवान 


। 32 हि श्ध 
आदमी बाकी दु चला था। डाक्टर ने अपने हिस्से का पथ नंठ 
कब में 3३४ बड्ट में 
घंटे में तय किया और जवान आदमी ने पृहु घंटे में। साथ ही हम 


६ रा  आत 
यह जानते हैं कि जवान आदमी डाक्टर से <छ्वा घंटा अ्रधिक 
चला है। 

समीकरण हुआ्ना : 


जिससे ४--2.4|ता। 
जवान आदमी के घर से डाक्टर का घर 2.4|0॥ दूर है। 


घसियारे 


विख्यात भौतिकविद अ्र. त्सिंगेर ने ले. तोल्स्तोय के बारे में अपने 
संस्मरण में एक प्रश्त का वर्णन किया है, जो महान लेखक को बहुत 
पसंद आया था: 

“४ घसियारों के एक समूह को दो मंदानों से घास काटना था, 
एक मैदान दूसरे से दुगुना था। आधा दिन तक पूरा समूह बड़े मंदान 
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में घास काटता रहा। इसके बाद आधा समूह बड़े मैदान में ही काम 

करता रहा और शाम तक उसकी पूरी कटनी हो गयी ; बाकी आधा 

समूह छोटे मैदान की कटनी करता रहा, जिसमें शाम को इतना काम 

बच गया, जिसे दिन भर अकेला घसियारा पूरा कर सकता था। 
समूह में कितने घसियारे थे? ” 


हल 


मुख्य अज्ञात राशि-घसियारों की संख्या-को हम < से द्योतित 
करेंगे। साथ ही हमें एक सहायक अज्ञात राशि की आवश्यकता होगी - 
एक घसियारा एक दिन में कितने बड़े क्षेत्र से घास काटता हैं; इसे 
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हम & मान लेते हैं। इस राशि को ज्ञात करने की आवश्यकता नहीं 
है, पर यह मुख्य अज्ञात राशि ढूंढने का काम आसान कर देगी। 

४ तथा ४ द्वारा बड़े मैदान का क्षेत्रफल व्यक्त करते हैं। 
इस मैदान को आधे दिन तक »< घसियारे काटते रहे हैं; इन्होंने 
काटा 
| ष्ै 


22: 
(७७० ०ू%- ० [ वसस 5 2 
ठ्रा#7 5 


<ः ० 4 कद 
बाकी आधा दिन सिर्फ आधे समूह, श्रर्थात्‌ 5 पघसियारों ने 


काटा था; उन्होंने काटा: 


श्द 


|| 
हा आज 


शाम को यंह मेंदान पूरा काटा जा चुका था, इसलिये इसका 
क्षेत्रफल है 


अरब छोटे मंदान का क्षेत्रफल & तथा ७ द्वारा व्यक्त करते हैं: 
०५ न ग. « 3 गेने 
इसे आधे दिन तक आधे समूह 55ठ ने काटा है; इन्होंने काटा 


इसमें वह टुकड़ा भी जोड़ लें, जिसे एक आदमी ने एक दिन 
में काटा ; यह क्षेत्र # के बराबर है। अ्रत: छोटे मंदान का क्षेत्रफल 
हुआ : 


ग्रब॒ बीजगणितीय भाषा में सिर्फ निम्न वाक्य का अनुवाद कर 
लीजिये ; “ पहला मैदान दूसरे से दुगुना बड़ा था' बस समीकरण 
तैयार है: 
३32४ * पक कर सब --?, 


4 
या 


मल 2: पक 
2४-49 

समीकरण के बायें भाग में 9 काट दे सकते हैं ( क्‍योंकि वह अंश 
ग्रौर हर दोनों में ही गुणनखंड के रूप में मोजूद है); इस तरह 
सहायक अज्ञात राशि वहिष्कृत हो जाती है और समीकरण का रूप 
टो जाता है: 


32% 
४४-54 


>52, या 3../--2.2--8, 


जिससे ८-४8. 

घसियारों की संख्या 8 थी। 

' मनोरंजक बीजगणित ” के प्रथम प्रकाशन के बाद प्रो. त्तसिंगेर 
ने मुझे इस प्रश्न के बारे में विस्तारपूर्वकं एक रोचक सूचना लिखकर 
भेजी। उनके विचारानुसार इस प्रश्न में सबसे मोहक बात यह थी 
कि “यह बीजगणितीय नहीं, बल्कि अंकगणितीय प्रश्व है और बहुत 
ही सरल प्रश्न है; इसे हल करने में यदि कोई कठिनाई है, तो यही 
कि इसका रूप बिल्कुल अनौपचारिक है !। 

“४ इस प्रश्न का इतिहास निम्न है,-प्रो. त्सिंगेर ने आगे लिखा 
था।-जिस जमाने में मेरे पिता और चाचा ई. रायेव्स्की (ले. 
'ल्स्तोय के अंतरंग मित्र ) मास्को विश्वविद्यालय के गणित विभाग 
॥ पढ़ रहे थे, उस समय शिक्षण जेसा एक विषय भी हुआ करता 
। छात्र को नगर के एक विद्यालय में अनुभवी शिक्षकों की देख- 
“ख में पढ़ाने का प्रशिक्षण प्राप्त करना पड़ता था। त्सिंगेर और राये- 


हे 


व्स्की के मित्रों में एक छात्र पेत्नोव भी था, जो एक बहुत ही प्रति- 
भावान और मौलिक आदमी था (उसकी मृत्यु बहुत कम उम्र में 
क्षय-रोग के कारण हो गयी थी )। उसका कहना था कि अंकगणित 
की कक्षा में भश्रनौपचारिक प्रश्नों को औपचारिक विधियों से हल करना 
सिखा-सिखा कर बच्चों को खराब किया जा रहा है। अपनी बात 
सिद्ध करने के लिये पेत्नोव खुद प्रश्न रचा करता था, जो अनौपचारिक 
होने के कारण अनुभवी शिक्षकों के लिये कठिन होता था, पर 
योग्य छात्र ( यदि वे पुरानी पढ़ाई से खराब नहीं हो चुके थे ) उन्हें 
सरलता से हल कर लिया करते थे। पेत्ोव ने कई प्रश्न रचे 
थे, उपरोक्त प्रश्न इन्हीं में से एक था। अनुभवी शिक्षक इसे 
समीकरणों की सहायता से जल्द हल कर लेते थे, पर सीघधा-सादा 
अंकगणितीय हल बे नहीं देख पाते थे। लेकिन प्रश्न बहुत ही सरल 
है और इसके लिये बीजगणितीय उपकरण की कोई आवश्यकता नहीं है। 


चित्र 8 


यदि बड़े मंदान को आधे दिन तक समूह ने काटा है और आधे 
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दिन तक सिर्फ आधे समूह ने, तो स्पष्ट है कि आधा समूह आधे दिन 


ब्घब || हु ० ०० छोटे ब्छै ०० 
में -दठुः मेंदान काटता है। भरत: दिन के अंत में छोटे मंदान में बचा 
| 


तोल्स्तोय ऐसे प्रश्न बहुत पसंद करते थे, जिनमें कोई सरल-सी 
चाल छिपी होती थी। उन्होंने यह प्रश्न मेरे पिता से सुन रखा था। 
जब इस प्रश्न के बारे में मझे तोल्स्तीय के साथ बातचीत करने का 
मौका मिला (वे काफी बूढ़े हो चुके थे ), उन्हें बहुत आराश्चय हुआ 
कि एक सरल आरेख (चित्र 8) के उपयोग से प्रश्न का हल ओर 
भी स्पष्ट हो जाता है।” 

नीचे हमें कुछेक और प्रश्न मिलेंगे, जिन्हें थोड़ा अ्रक्ल लड़ाने 
पर अंकगणितीय विधि से हल करना आसान रहेगा, बनिस्वत कि 
बीजगणितीय विधि से। 


सेंदान में गायें 
प्रश्न 
“विज्ञान के अध्ययन में नियमों की अपेक्षा प्रशश अधिक सहायक 
होते हैं, -यह न्यूटन ने अपने  सर्वसामान्य अंकगणित ' में लिखा था। 
इसमें उन्होंने सभी सँद्धांतिक निर्देशों को अनेक प्रश्नों के उदाहरणों से 
समझाया है। इन प्रश्नों के बीच गायों के चरने के बारे में एक प्रश्न 
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है, जिससे एक विशेष प्रकार के प्रश्नों की शुरूआ्रात हुई है। इनमें 
से एक निम्न है: 

“४ एक मैदान में घास समसवेत्न और समान गति से उपजती है। 
इसे 70 गायें 24 दिन में चर जाती हैं और 30 गायें 60 दिन में। 
96 दिन में कितनी ग़ायें मिलकर पूरी घास चर जायेंगी? 

यह प्रश्न चेखोव की एक व्यंग्यकथा 'ट्यूटर ' की याद दिलाता 
है। स्कली बच्चे को प्रश्न दिया गया है और दो बड़े आदमी उसकी 
सहायता में जुटे हुए हैं, लेकिन उनके पलल्‍ले कुछ नहीं पड़ रहा है 
झर वे बुरी तरह चकराये हुए हैं: 


चित्र 9 


- अजीब बात है,-एक कहता है,-यदि सारा मंदान 24 
दिन में 70 गायें चर जाती हैं, तो उसे 96 दिन में कितनी गायें 
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चर जायेंगी? 70 का दा ही तो, मतलब कि 7 हा गाय ... यह 
पहली विसंगति हुई! दूसरी भी है: घास 60 दिन में 30 गायें चर 
जाती हैं, उसे 96 दिन में कितनी गायें चर जायेंगी ? और भी गड़बड़ 
है: ! 8५ गाय। इसके अ्रलावा: यदि 70 गायें घास 24 दिन में 
चरती हैं, तो 30 गायें इसे 56 दिन में चरेंगी, लेकिन प्रश्न के झनु- 
सार 30 गायें इसे 60 दिन में चरती हैं... 


-और आपने यह ध्यान में रखा है कि घास पनपती भी तो 
जाती है?-दूसरे ने पूछा। 

टिप्पणी बहुत साथथंक है: घास लगातार पनपती रहती है और 
इस तथ्य की उपेक्षा करने पर प्रश्न की शर्तें ही परस्पर विरोधी 
लगने लगेंगी, फिर आप हल क्या करेंगे। 


कंसे हल होता है यह प्रश्न ? 


हल 


यहां भी एक राट्यक अज्ञात राशि का उपयोग करेंगे, जो मैदान 
मे प्रति दिन घास की वृद्धि ( धास के पूरे भंडार के अंशों में ) व्यक्त 
+*गी। एक अहनिंश के दोरान पूरी घास में ४ अंश के बरादर वद्धि 
४ती है, अ्रतः 24 दिनों में 249 की वृद्धि होगी। मैदान में उपस्थित 
(री घास को | मान लेने पर 24 दिनों में कुल भंडार होता है 
--24॥/. 
॥क दिन में 70 गायों का झुंड बरता है 
| न-+240 
ठ््ू ! 
6] 


ग्रोर एक दिन में एक गाय चरती है: 


।-- 24४ 
ठ4 .70 


इसी तरह, 30 गायें पूरा मैदान 60 दिनों में चर जाती हैं। 
इससे निष्कर्ष निकलता है कि एक गाय एक दिन में चरती है: 


--60५७ 
' 30:60 


लेकिन दोनों ही झुंडों में एक गाय एक दिन में घास की समान 
मात्रा चरती है, गअ्रतः 


]--27/ __ --60/ 
- खत... 30:60 
जिससे 
५० ॥| 
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दिन भर घास ,की वृद्धि 9 ज्ञात करके सरलतापू्वक निर्धारित 
किया जा सकता है कि एक दिन भर गाय घास की कुल श्आारंभिक मात्रा 
का कितना अंश चर जाती है: 


] 
|| चः 9 >> र 
].+-24/ __ 80 456 __। 
ठ्वा70 ठ्ाक6ठ  666 ' 


अंत में प्रश्न हल करने के लिये समीकरण रचते हैं: 
यदि गायीं की संख्या £ है, तो 


जिससे <5--20. 
96 दिन में सारी घास 20 ग्रयें चर जाती है। 
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न्यूटन का प्रश्न 


श्रब बलों के बारे में न्‍्यूटन का प्रश्न देखते हैं, जिसके नमने 
पर पिछला प्रश्न रचा गया था। 

वेसे , प्रश्न न्‍्यूटन ने खुद सोचकर नहीं बनाया था, यह लोकगणित 
का प्रश्न है। 


“ तीन मैदानों में समान रूप से घनी घास समान गति से पनपत्ती 


है; उनके क्षेत्रफल हैं: 38 ( हेक्टर ), 0॥08 और 24॥8 | 
पहला मैदान ]2 बेलों का 4 सप्ताह तक पोषण कर सकता है और 
दूसरा - 2! बलों का 9 सप्ताह तक। तीसरा मैदान 8 सप्ताह तक 
कितने बलों का पोषण कर सकता है? ” 


हल 


सहायक अज्ञात राशि ४ का उपयोग करेंगे, जो यह द्योतित करता 
है कि एक सप्ताह के दौरान !8 में आरंभिक घास का कौनसा अ्रंश 
नया पनपता है। पहले मैदान में एक सप्ताह के दौरान 35४ नयी 


] | 
घास पनपती है, और 4 सप्ताह के दौरान: (6-9 45८ -वु# अंश 
( उस भंडार का, जो ॥] में शुरू-शुरू था )। यह वही बात हुई, 
मानो मैदान का आरंभिक क्षेत्रफल बढ़कर 
] ,_ 40 
(3 हा पर शक #) [8 
4. अरराबर हो गया है। अन्य शब्दों में, बेल इतनी घास चर जाते 
है, जितनी 3+5-+-5%9 हेक्टर क्षेत्रफल पर होती है। एक सप्ताह 
च्की || * 
१ |2 बेल इस मात्रा का दद्व अ्रंश, श्रर्थात 
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|। ।, 4000 . __ 0-+-400 
(3 जा 5) 3 कक 


हेक्टर चर जाते हैं। 

अब इसी प्रकार दूसरे मंदान के बारे में दिये गये मानों की सहायता 
से मंदान का वह क्षेत्रफल ज्ञात करते हैं, जो एक बैल का एक सप्ताह 
तक पोषण करता है: 


] ॥8 पर ! सप्ताह में वृद्धि न्‍- ४, 
| ॥8 पर 9 सप्ताह में वृद्धि 55 9(,, 
80 ॥9 पर 9 सप्ताह में वद्धि --90४9. 


2 बेलों का 9 सप्ताह तक पोषण करने वाले मैदान का क्षेत्र- 
फल हुआ: 
0---909 
श्रत: एक बैल का एक सप्ताह तक 'पोषण करने के लिये पर्याप्त 
क्षेत्र : 


_0--90/ __ 0+909 | 
ठ्श ्पक्लाः 


पोषण के दोनों ही कोटा आपस में बराबर होने चाहिये: 


0-|40५ _. 0-+-90/ 
]44 ]89 


| 
यह समीकरण हल « करने पर: ४८-पृद्र- 
ग्रब॒ उस मैदान का क्षेत्रफल निर्धारित करते हैं, जिसमें उगी 
हुई घास एक बैल को एक सप्ताह तक खिलाने के लिये काफी हो: 


ग्ंत में प्रश्णश का उत्तर इढूंढ़ते हैं। बलों की इष्ट संख्या को » से 
द्ोोतित करने पर मिलता है: 


हे | 
24--24 .8-___ 
अजहर 
8.2 54 
जिससे ४5-36 
तीसरा मैदान 8 सप्ताह तक 36 बैलों का पोषण कर सकता 


है। 
घड़ी की सुइयों का फक्रमचय 
प्रश्न 


विख्यात भौतिकविंद आइंस्टाइन के मित्र और जीवनी-लेखक 
मोश्कोव्स्की ने एक बार अपने बीमार मित्र का मनोरंजन करने के 
लिये उन्हें एक प्रश्न दिया (चित्र 0): 


को 


 ]2 बजे सूइयों की स्थिति को देखें ,- मोश्कोव्स्की ने कहा।- 
यदि इस स्थिति में बड़ी की जगह छोटी और छोटी की जगह बड़ी 
सूई लगा दें, तो घड़ी का पठन ठीक ही होगा । पर दूसरी स्थिति 
में जेसे 6 बजे , उनकी अदला-बदली करने पर ऐसा निरथंक पठन मिलेगा , 
' जो सही चलने वाली घड़ी में संभव ही नहीं है: मिनट की सूई 6 पर 
नहीं हो सकती, जिस समय घंटे की सुई 2 दिखायेगी। प्रश्न है: 
घड़ी की सूइयां कब और कितनी बार ऐसी स्थिति में आती हैं, जिसमें 
उनकी अदला-बदली करने पर जो नयी स्थिति मिलती हो, वह सही 
चलने वाली घड़ी में संभव हो? 

-हां ,- आइंस्टाइन ने जवाब दिया,-बीमारी के कारण बिस्तर 
पर लेटने को मजबूर आदमी के लिये यह अच्छा प्रश्न है: पर्याप्त 
रोचक भी है और बहुत आसान भी नहीं है। लेकिन मुझे डर है कि 
इससे ज्यादा देर तक मनोरंजन नहीं हो सकेगा: हल का रास्ता मुझे 
मिल चुका है। 

गौर थोड़ा-सा उठकर उन्होंने दो-चार रेखाओं से एक आरेख 
बना दिया जो प्रश्न की शत्त व्यक्त करता था। हल करने में उन्हें 
इससे कम ही समय लगा, जितना मुझे प्रश्त कहने में लगा था... 

कैसे यह प्रश्न हल होता है? 


हल 


सूइयों की दूरी डायल पर परिधि के 60-वें अंशों में उस बिन्दु 
से नापा करेंगे, जहां संख्या !2 अंकित है। 

मान लें कि इष्ट स्थितियों में से एक स्थिति तब आ्राती है, जब 
घंटे की सूई !2 से £ अंश आगे बढ़ती है और मिनट की सूई ४ अंश 
आगे बढ़ती है। चूँकि घंटे की सूई 60 अंश व2 घंटे में तय करती 
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है, भ्र्थात्‌ 5 अंश | घंटे में तव करती है, इसलिये वह « भ्रंश -- 
घंटे में तब करेगी। यदि दूसरे शब्दों में कहें, तो जिस समय घड़ी 


|2 बजे का समय दिखा रही थी, उस समय से -हु- घंटे बीत चुके 
॥। मिनट की सुई ४ अंश ४ मिनट में, अर्थात्‌ कूह़ घंटे में तय करती 


है। अन्य शब्दों में, मिनट की सूई अंक 2 को हक घंटे पहले पार 
की थी, या जिस समय दोनों सूइयां 2 पर थीं, उसके 
४4 


5. 60 
मिनट बाद पार की थी। यह संख्या पूर्णांक है (0 से ] तक की ) , 
क्योंकि यह दिखाती है कि 2 बजे के बाद कितने पूर्ण घंटे बीत चुके हैं। 
जब सूइयां अपने स्थानों की अ्रदला-बदली कर लेंगी, तो हम 
इसी तरह से निर्धारित कर सकते हैं कि बारह बजे से लेकर इस 
नयी स्थिति तक 
9 


हा छ 
पूर्ण घंटे बीत चुके हैं। यह संख्या भी पूर्णांक है (शून्य से ग्यारह 
तक की )। 

प्रतः दो समीकरणों का एक तंत्र मिलता है: 


+; 4 


जता 
४ ४ 
6 छ ४ 


जहां ॥४ और # पूर्ण संख्याएं हैं, जिनका मान 0 से ] तक बदल सकता 
2ै॥ इस तंत्र से ज्ञात होता है: 
60(27--) 
बूठ  ! 
60(420--00 
[43 ! 


ब्; 67 


 पझ 


[/॥ घ्डः 


7 और ४ को 0 से ]] तक के मान बारी-बारी से देकर हम 
सूइयों की इष्ट स्थितियों की संख्या ज्ञात कर सकते हैं। चेकि # के 
]2 मानों में से हरेक के साथ #& के !2 मान लिये जा सकते हैं, 
इसलिये तंत्न के सभी हलों की संख्या 2- |2--44 होगी। पर वास्त- 
विकता में वह सिर्फ 43 होगी, क्योंकि ॥४५:0, ॥४5८-0 होने पर और 
॥75-] |, /४४--व] होने पर सूइयों कि स्थितियां एक जंसी होंगी। 
॥775-], ॥5-]] होने पर: 

४5550, ४5-60, 


भ्रर्थात्‌ घड़ी [2 का समय दिखा रही है। यदि ॥॥7-0 और ४5-50 
रखेंगे, तो भी यही बात होगी। 

यहां हम सभी संभव स्थितियां नहीं देख सकेंगे ; सिर्फ दो उदा- 
हरण लेते हैं: 

पहला उदाहरण. 


#75८-5८, /75८5-, 


श्र्थात्‌ घड़ी घंटा 5नृत् मिनट दिखा रही है, इस क्षण सूइयां संपात 
कर जाती हैं और बेशक उनके स्थानों की श्रदला-बदली की जा सकती 
है (यह संपात की हर शअ्रवस्था में संभव है)। 
दूसरा उदाहरण : 
#7--5 8, ॥5-55 
__ 606+!2-8) ._ __ 90(8+72-5) ._ 
तन --पुरुदु+ ४ 42.38, ४5८ जा ? 7 2 28.53. 


समय के तदनुरूप ,क्षण होंगे: 8 घंटे 28.53 मिनट और 5 
घंटे 42.38 मिनट। 
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हलों की संख्या हम जानते हैं: 43। डायल पर सूइयों की 
इष्ट स्थितियां देने वाले सभी बिन्दुओं का पता लगाने के लिये डायल 
की परिधि को 43 तुल्य भागों में बाँट देना चाहिये; इससे 43 
बिन्दु मिलेंगे, जो इष्ट हैं। अन्य बिन्दुश्ों पर सूइयों की इष्ट स्थिति 
नहीं मिल सकती। 


घड़ी की सुहदयों का संपातन 


अश्न 


सही चलने वाली घड़ी में ऐसी कितनी स्थितियां होती हैं, जब 
घंटे और मिनट की सुइयां संपात करती हैं। 


हल 


हम पिछले प्रश्न में प्राप्त समीकरण का उपयोग कर सकते हैं, 
क्योंकि घंटे और मिनट की सूहयां जब भी संपात करती हैं, उनके 
स्थानों की भझदला-बदली से कोई फक नहीं पड़ता है। साथ ही, इसमें 
दोनों सूइयां अंक 2 से समान दूरी पर' हैं, अर्थात्‌ ४5-४9 है। इस 
प्रकार पिछले प्रश्न के विचार-क्रम का अभ्रनुसरण करके हम निम्न समी- 
करण निकालते हैं: 


58.8 नल हि. 5०-॥3, 


ह 6 
जहां ॥/ कोई पूर्ण संख्या है (0 से ]! तक की )। इस समीकरण 
से प्राप्त होता है: 


72 के बारह संभव मानों (शून्य से ग्यारह तक) के अनुसार & के 
बारह मान होने चाहियें , पर वास्तविकता में वे सिर्फ ] हैं, श्रर्थात्‌ सूइयों 
के संपात करने की सिर्फ ] स्थितियां हैं, क्योंकि ॥४75]] होने पर 
४5-60 मिलता है, जिसका शभ्र्थ है कि दोनों सूइयां 60 भ्रंश तय 
कर चुकी हैं (2 बजे के बाद से ) और अ्रव पुनः !2 बजा रही 
हैं, ॥४-0 होने पर भी वे इसी स्थिति में होती हैं। 


संख्या बझने को कला 


संख्या बूझने के जादू से आप निश्चय ही परिचित होंगे जादूगर 
ग्रापसे अक्सर निम्न प्रकार की संक्रियाएं संपन्न करने को कहता है: 
कोई संख्या सोचो, उसमें 2 जोड़ दो, उसे गुणा कर लो, 8 घटा 
लो, सोची हुई संख्या घटा लो, आदि-आदि। इसके बाद जादूगर 
पूछता है कि आपके पास क्‍या बचा है और आपसे उत्तर मिलते ही 
आपकी सोची संख्या बता देता है। 

“जादू” का रहस्य निश्चय ही बहुत सरल है, वह सिर्फ समी- 
करणों पर आधारित रहता है। 

उदाहरण के लिये मान लें कि जादूगर आपसे निम्न संक्रियाएं 
संपन्न करने को कहता है (सारणी में बायां स्तंभ ) : 

इसके बाद जादूगर भ्रापसे अंतिम परिणाम बताने का श्रनुरोध करता 
है, उसे प्राप्त करते ही वह आपकी सोची हुई संख्या बता देता है। 
कैसे वह बताता है? 
.. यह समझने के लिये सारणी के दायें स्तंभ को देख लेना ही पर्याप्त 
रहेगा, जिसमें जादूगर के निर्देश बीजगणितीय भाषा में अनूदित 
हैं। इस स्तंभ से स्पष्ट है कि यदि कोई संख्या & सोची गयी थी, 
तो सभी संक्रियाएं संपन्न करने के बाद आझआपके पास 4४-- बचना 
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एक संख्या सोचो 


उसमें 2 जोड़ दो 

उत्तर में 3 से गृणा करो 3४-06 
5 घटा लो, 3४-+ 
सोची हुई संख्या घटाओ , 2.:--] 
2 से गुणा करो, 4.८--2 
! घटा लो वष्णझा वो... 4४ -- | 


चाहिये। इसका मान जान लेने के बाद » कया है, यह ताड़ना ' 
कठिन नहीं होगा। 

उदाहरण के लिये मान लें कि आपके पास 33 बचता है और 
पह आप जादूगर को बता देते हैं। जादूगर तुरंत मन ही मन समी- 
करण 4.४ -- --33 को हल कर लेता है (४5-७8) और आपको बताता 
है कि आपने संख्या 8 सोची थी। यदि अन्य शब्दों में कहा जाये, 
५ वह अंतिम परिणाम (33) में से | घटा लेता है (33-----32) और 
धंतर में 4 से भाग दे देता है (32:4--8) ; इसी से पता लगता 
४ कि सोची गयी संख्या 8 है। अगर आपके पास 25 बचता है तो 
॥५१7 मन में 25 से | घटा लेता है (25---]--24) और 24 में 
4 भे भाग देता है। झतः 6 मिलता है। मतलब संख्या 6 सोची' 
॥॥ी थी। 


१ । 


भ्राप देखते हैं कि यह बहुत आ्रासान है: जादूगर पहले से जामता 
है कि सोची गयी संख्या प्राप्त करने के लिये परिणाम के साथ क्‍या 
करना चाहिये। 

यह समझ लेने के बाद आप अपने साथी को सोची गयी संख्या 
के साथ स्वयं भ्रपने मनोनुकूल संक्रियाएं संपन्न करने को कहकर उसे 
चक्कर में डाल दे सकते हैं। श्राप उससे कहते हैं कि वह कोई संख्या 
सोच ले और उसके साथ किसी भी क्रम में निम्न प्रकार की संक्रियाएं 
संपन्न करे: कोई ज्ञात संख्या जोड़े या घटाये (जैसे 2 जोड़े, 5 घटाये , 
आदि.) , गुणा करे? (2 से, 3 से, आदि ) , सोची गयी संख्या को 
ही जोड़े या घटाये। झ्रापका साथी ढेर सारी संक्रियाओ्ं से श्रापका 
काम॑ बोझिल और पेंचीला बनाने की कोशिश करेगा। उदाहरण के 
लिये, वह संख्या 5 सोचता है (आपको यह नहीं बतायेगा ) और 
संक्रिया संपन्न करने के साथ-साथ बताते जाता है: 

- मैंने एक संख्या सोची, उसे 2 से गुणा किया, गुणनफल में 3 
जोड़ा, फिर सोची हुई संख्या जोड़ी, फिर | जोड़ा , 2 से गृणा किया , 
सोची हुई संख्या घटायी, 3 घटाया , फिर से सोची हुई संख्या घटायी , 
2 घटाया। अंत में परिणाम को 2 से गुणा किया और उसमें 3 जोड़ 
दिया । 

ग्रब॒ यह सोचकर कि वह आपको पूरी तरह से चक्‍कर में डाल 
चुका है, विजेता की मुद्रा में श्रापको बताता है: 

- 49 मिला। 

लेकिन उसके आश्चर्य का ठिकाना न रह जायेगा , जब आप उसकी 
सोची हुई संख्या 5 तुरंत बता देंगे। 


3) भ्रच्छा होगो यदि आप भाग देने की अनुमति न दें, क्योंकि 
इससे जाढद जटिल हो जायेगा। 


ग्ध 


आप कैसे करते हैं? यह तो अरब पर्याप्त स्पष्ट है। जब आपका मित्र 
संत्रियाओं के बारे में बताता है, आप अज्ञात राशि » के साथ वे 
ही संक्रियाएं करते जाते हैं। वह कहता है: “मैंने एक संख्या सो- 
ची...“, और आप अपने मन में कहते हैं: “मतलब कि हमारे 
पास ४ है ”। वह कहता है: “... 2 से गुणा किया...” ( वह 
सचमुच मन में गुणा करता है), और आप अपने मन में कहते 
हैं: "अब 2. मिला ”। वह कहता है: “...परिणाम में 3 जोड़ा . . . ” 
और आप तुरंत ध्यान देते हैं कि आपके पास 3४--4 है, आदि। 
जब वह आपको पूरी तरह चक्कर में डाल चुकता है और ऊपर 
बतायी गयी सारी संक्रियाएं पूरी कर लेता है, आपको निम्न सारणी 
के अनुसार परिणाम मिलते हैं (बायें स्तंभ में वे संक्रियाएं हैं, जिन्हें 
ग्रापका मित्र बोलता जाता है और दायें स्तंभ में - जिन्हें श्राप मम ही 
मन श्रज्ञात राशि » के साथ करते हैं ) : 


मैंने संख्या सोची, हे 
उसमें 2 से गणा किया 2५% 
परिणाम में 3 जोडा , 2४--3 
फिर सोची गयी संख्या जोड़ी, 3५४43 
सी | जोड़ा , 3४--4 
2 | से गणा किया , 6..-+-8 
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सोची गयी संख्या घटायी, 52--8 
3 घटाया , हु 5.-+-8 
फिर से सोची गयी संख्या घटायी, 4४+-5 
2 घटाया 4४--3 
अंत में परिणाम में 2 से 'हंत मे वरिणोत गे? तें:गंणा किया... | हटाओ किया क्‍ 8:-+6 
और 3 जोड़ा 82--9 


अंत में श्राप मन ही मन देखते हैं कि आपके पास परिणाम 8४ + 9५ 
है। इसी समय आपका , मित्र कहता है: 49 मिला। बस, आपके 
पास समीकरण तैयार हो जाता है: 8:--95--49। इसे हल करना 
'बिल्कुल आसान है श्रौर आप उसे बताते हैं कि उसने संख्या 5 सोची 
थी। 

यह जादू विशेष प्रभावशाली होता है, क्‍योंकि संक्रियाएं श्राप 
प्रस्तावित नहीं करते, उन्हें सोची गयी संख्या के साथ आपका मित्र 
खुद चुनकर संपन्न करता है। 

लेकिन एक ऐसी स्थिति है, जब जादू काम नहीं करता। मान 
लें कि कई संक्रियाओं के बाद आप मन ही मन <+-+-[4 प्राप्त करते 
हैं और इसी समय आपका मित्र कहता है: “. . .अब सोची हुई संख्या 
घटायी और [4 मिला।” आप भी देखते हैं: (४ + 4) -- ४८4, 
श्र्थात्‌ सचमुच में !4 ही मिला है श्र कोई समीकरण नहीं बनता 
- आप सोची गयी संख्या बताने की स्थिति में नहीं हैं। क्या करना 
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चाहिये ? यही कि जैसे ही आपके पास ऐसा परिणाम मिले, जिसमें 
प्रशात राशि ४ न हो, आप अपने मित्र को तुरंत रोक दीजिये: बस, 
बस , मैं बिना तुमसे पूछे बता सकता हूँ कि तुम्हें क्या मिला है: 
तुम्हारे पास 4 है”। यह आपके मित्र को श्रौर भी आश्चय में डाल 
देगा, क्‍योंकि श्रभी उसने श्रापो कुछ भी नहीं बताया है! सोची 
गयी संख्या श्राप नहीं बता सके, फिर भी जादू मजेदार रहा! 

एक उदाहरण है (बायें स्तंभ में वही है, जो आपका मित्र बोलता 
जाता है ): 


्ल्् एक संख्या सोची 


5 जोड़ा 


सोची गयी संख्या घटायी . . . 


भर 
उसमें 2 जोड़ा ४-+-2 
परिणाम में 2 से गणा किया , 2:--4 
भ्रब 3 जोड़ा 2.0--7 
सोची गयी जी बायीं सल्या चाय है जंटोगी ४--7 


जैसे ही आपको संख्या 2, श्रर्थात्‌ अ्रज्ञात राशि के बगैर एक 
व्यंजन मिला , आप अपने. मित्र को रोककर बता देते हैं कि उसे 2 
मिला है। 


| 


थोड़ा बहुत अभ्यास करके ऐसे जादू” झ्राप सरलतापूर्वक दिखा 
सकते हैं। 


मिथ्या श्रथंहीनता 


अश्न 


एक प्रश्न है जो आपको बिल्कुल श्रथंहीन लग सकता है: 

यदि 8.8--54 है, तो 84 कितने के बराबर होगा? 

लेकिन यह विचित्र प्रश्न इतना निरर्थक नहीं है श्लौर इसे समी- 
करण की सहायता से हल किया जा सकता है। 

आप इसका अर्थ लगाने की कोशिश करें। 


हल 


ग्राप शायद समझ गये होंगे कि प्रश्न में दी गयी संख्याएं दशमिक 
या दशभू ( दस पर आधारित ) प्रणाली की नहीं हैं, अन्यथा प्रश्न 
“४84 कितने के बराबर है” सचमुच निरथंक होता। मान लें कि 
इस अज्ञात गणन-प्रणाली का आधार < है। तब संख्या 84! का 
ग्रथें होता है 8 इकाइयां दूसरी श्रेणी की और 4 इकाइयां पहली 
श्रेणी की: 
“84! --8.2-- 4 


संख्या “54! का श्रर्थ है 5४-+4॥। 
समीकरण मिलता है 8.-85-5./+ 4 श्रर्थात्‌ दशभू प्रणाली: में 
64--5- +- 4 जिससे >८"-2 है। 
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संख्याएं द्वादशभू प्रणाली में लिखी गयी हैं श्र “84 '--8. 
-2 - 4--00 है। अ्रत:, यदि 8.8-“ 54 ' है, तो “84 '--00 - 
है । 

ऐसा ही एक दूसरा प्रश्त भी इसी तरह से हल होता है: 

यदि 5.-.6-33 है, तो 00 कितने के बराबरं होगा? 

उत्तर: 8। ( नवभू गणना-प्रणाली ) 


समझदार समौकरण 


यदि आपको संदेह है कि समीकरण समझदार होते हैं ( कभी- 
कभी तो हमसे भी अधिक ! ) तो निम्न प्रश्न हल करें: 

पिता की उम्र 32 वर्ष है, और पुत्र की 5 वर्ष है। कितने वर्ष 
बाद पिता की उम्र पुत्र से दस गुनी अधिक हो जायेगी ? 

इष्ट श्रवधि को » से द्योतित करते हैं। » वर्ष बाद पिता की 
उम्र 32 -- ४ वर्ष होगी और पुत्न की 5 --< वर्ष होगी । उस समय पिता 
की उम्र पुत्र से दस गुनी अधिक होनी चाहिये, श्रतः समीकरण बनता 
है 

32-[-25-5 ॥0(5-+-.४) 


समीकरण हल करने पर ४----2 मिलता है। 

“ऋण दो वर्ष ब्राद' का श्रर्थ है दो वर्ष पहले '। जब हम समी- 
करण बना रहे थे, हमने यह नहीं सोचा कि पिता की उम्र पुत्न से 
भविष्य में दस गुनी अधिक नहीं हो सकती ; ऐसा अनुपात सिर्फ अतीत 
में संभव है। समीकरण हमसे अभ्रधिक समझदार निकला और उसने 
हमारी गलती की याद दिला दी। 


गा 


मजेदार भी और श्रप्रत्याशित भी 


समीकरण हल करते वक्‍त कभी-कभी ऐसे उत्तर मिलते हैं, जो 
कम अनुभवी गणितज्ञ को चकरा दे सकते हैं। यहां कुछ उदाहरण 
प्रस्तुत करते हैं। 

[. दो अंकों की संख्या ढूंढें, जिसमें ये गुण हों: दहाई का अंक 
इकाई के अंक से 4 कम है। यदि इन अंकों को उल्टे क्रम में लिखकर 
प्राप्त संख्या से इष्ट संख्या घटायी जाये, तो 27 मिलेगा। 

दहाई की संख्या को »& और इकाई की संख्या को ७ से द्योतित 
करके इस प्रश्न के लिये हम सरलतापूर्बवक निम्न समीकरण-तंत्र बना 
सकते हैं: 


४-7॥/ --- 4, 
( [09+<) -- (0.+-98) -२27 
प्रथणथ समीकरण से & का मान लेकर उसे दूसरे समीकरण में 
रखने पर प्राप्त होगा: 
0४--/-- 4 -- [40(४/-- 4)+-/] 5-27, 
श्रौर रूपांतरण करने पर: 
36--27 
प्रज्ञात राशियों के मान तो ज्ञात नहीं हुए , पर हम यह जान 
गये कि 365८-27 होता है... इसका क्‍या मतलब हुआ ? 
इतना ही कि दो शअ्रंकों की कोई भी संख्या प्रत्त शर्तों को संतुष्ट 


नहीं कर सकती।। हमने जो दो समीकरण बनाये हैं, वे एक-दूसरे 
का विरोध करते हैं। 


सचमुच : प्रथम समीकरण के दोनों पक्षों को 9 से गुणा करने 
पर मिलता है: 
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9॥/ --- 9./--36 
ग्रौर दूसरे सममकरण से ( कोष्टक खोलने श्रौर समरूप पदों को जोड़ने- 
घटाने पर ): 

9॥/ --- 9/5--27. 

एक ही राशि 9४--9.£ प्रथम समीकरण के अ्रनुसार 36 के 
बराबर है और दूसरे समीकरण के अनुसार 27 के बराबर है। यह 
निश्चय ही असंभव है, क्‍योंकि 36-£27 है। 

ऐसी ही गड़बड़ी निम्न समीकरण-तंत्र हल करने पर प्राप्त होगी: 

रा नल 
2॥/5१ 
प्रथण समीकरण में दूसरे से भाग देने पर: 
2॥/--2 
प्राप्त हुए समीकरण की दूसरे समीकरण से तुलना करके देखते हैं कि 
| न 
४॥/-- 2, 
अर्थात्‌ 4--2 मिलता है। श्रत: प्रत्त समीकरण को कोई भी संख्याएं 
संतुष्ट नहीं कर सकतीं। (जिन समीकरणों का तंत्र हमने श्रभी-अश्रभी 
देखा है, उन्हें विसंगत समीकरण कहते हैं )। 

[]. यदि पिछले प्रश्न की शर्तों में कुछ परिवर्तन लाया जाये, 
तो एक भश्रन्य श्रप्रत्याशित परिणाम मिलेगा। मान लेते हैं कि दहाई का 
अंक इकाई से 4 नहीं , बल्कि 3 कम है। अन्य शर्तें पिछले प्रश्न 
जेसी ही रहने देते हैं। कौनसी संख्या है यह ? 

समीकरण बनाते हैं। यदि दहाई की संख्या को < से द्योतित करें, 
तो इकाई की संख्या ४-3 से व्यक्त होगी। गणितीय भाषा में प्रश्न 
का अनुवाद करने पर: 

0(४--3) --७४ -- [40४--(४--3) | +-27 
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सरल करने पर: 
27-- 27 


यह समता निश्चय ही सही है, पर इससे < के मान का कुछ 
पता नहीं चलता। क्‍या इसका यह श्रर्थ लगाया जा सकता है कि प्रश्न 
की शर्तों को संतुष्ट करने वाली कोई भी संख्या नहीं है? 
उल्टा, इसका अर्थ है कि हमने जो समीकरण बनाया है, वह 
तादात्य निकला , श्रर्थात्‌ वह £ के किसी भी मान के लिये सत्य 
है। यह श्राप सरलता से देख सकते हैं कि दो श्रंकों की कोई भी संख्या 
जिसमें इकाई का अंक दहाई से 3 अधिक है, प्रश्न की शत्त पूरी 
करती है: 
]4--27--4],  47-|-27 -- 74, 
25---27--582, 58--27--85, 
36--27-63, 69-27 -96. 
[][]. तीन अंकों की संख्या ढूंढें, जिसमें निम्न गुण हैं: 
]) दहाई का अ्रंक 7 है; 
2) सैकड़े का अंक इकाई के अंक से 4 कम है; 
3) यदि इस संख्या के अंकों को उल्टे क्रम में लिखा जाये, तो 


नयी संख्या से 396 अधिक होगी। 
इकाई के भ्रंक को ४ से द्योतित करके समीकरण बनाते हैं: 


800:-+-70+%-- 4 -- [400(४ -- 4)+-70+ ४ | "396 
सरल करने के बाद यह समीकरण निम्न समता का रूप ग्रहण 
कर लेता है: 
396 -- 396 
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पाठक अब जान चुके हैं कि इस तरह के परिणामों का क्‍या अर्थ 
होता है। इसका अर्थ है कि तीन अंकों की संख्या में यदि सेकड़े का 
अंक इकाई के अंक से 4 कम है,” तो उसे विपरीत क्रम में लिखने 
पर वह 396 अधिक हो जाती है। 

ग्रबतक हम लोग कुछ कृत्रिम ढंग के किताबी प्रश्न देखते रहे 
हैं। इनका उद्देश्य है कि समीकरण बनाने और उन्हें हल करने का 
कुछ अभ्यास हो जाये। अ्रब सैद्धांतिक अस्त्र से सज्जित होकर चंद 
व्यावहारिक प्रश्न हल करने के उदाहरण देखेंगे, जो जीवन के विभिन्न 
क्षेत्रों से लिये गये हैं। 


सका व 
अरश्न 


क्या नाई की दुकान में बीजगणित की आवश्यकता पड़ सकती 
है? जी हां, वहां भी पड़ती है। मुझे खुद एक बार ऐसा अनुभव 
हुआ था। जब मैं बाल कटाने गया, तो नाई ने मुझसे एक अनुरोध 
किया, जिसकी मुझे कोई आझाशा नहीं थी: 

- क्या एक समस्या के हल में आप हमारी सहायता नहीं कर सकते ? 
हम लोगों से नहीं हो पा रहा है। 

- हम लोगों ने कितना घोल बर्बाद कर दिया है इसके पीछे! - 
दूसरे ने कहा। 

-बात क्‍या है? -मैंने पूछा। 


)) दहाई का अंक कोई भूमिका नहीं निभाता। 
8] 


“- हमारे पास हाइड्रोजन पैराक्साइड के घोल के दो प्रकार हैं: 
एक 30 प्रतिशत सांद्रता का और दूसरा 3 प्रतिशत सांद्रता का। दोनों 
को किस अनुपात में मिलाया जाये कि ।2 प्रतिशत सांद्रता का घोल 
मिले ? हम लोग सही अनुपात नहीं ढूंढ़ पाये... 

मुझे उन्होंने कागज और कलम दी, आवश्यक अनुपात तुरंत मिल 
गया । 


हल 


प्रश्न अंकगणितीय विधि से भी हल किया जा सकता है, पर 
बीजगणित की भाषा लक्ष्य तक जल्द पहुंचाती है। 

मान लें कि [2 प्रतिशत वाला घोल बनाने के लिये 3 प्रतिशत 
वाले घोल का < ग्राम और 30 प्रतिशत वाले का ४ ग्राम मिलाना 
पड़ता है। पहली खुराक (< ग्राम ) में 0.03» ग्राम शुद्ध हाइड्रोजन 
पराक्साइड होगा और दूसरी खुराक में 0.39 ग्राम होगा। दोनों खुरा- 
कों में हाइड्रोजन पैराक्साइड की कुल मात्रा होगी: 


0.03 -- 0.3॥ 


खुराकों को मिलाने पर (५-9४) ग्राम घोल मिलता है, जिसमें 
शुद्ध हाइड्रोजन पेराक्साइड की मात्रा 0.2(£ -|- ४) ग्राम होनी चाहिये। 
अत: समीकरण मिलता है: 


0.03. ---0.3॥/5८:0.]2(४-- 2) . 


इससे <5-52४ ज्ञात होता है, जिसका श्रर्थ है कि ७ प्रतिशत वाला 
घोल 30 प्रतिशत वाले से दुगुना अधिक लेना चाहिये। 
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ट्राम और पेदल यात्री 


प्रश्न 


मैं ट्राम-लाइन के सहारे चल रहा हूँ और देखता हूँ कि पीछे 
से हर 2 मिनट पर एक ट्राम आतो है और सामने से हर चार 
मिनट पर। मैं और ट्राम दोनों समरूप गति से चल रहे हैं। 

अपने प्रस्थान-बिन्दुओं से कितने-कितने मिनट प्रर ट्राम-गाड़ियां 
निकलती हैं? 


हल 


यदि ट्राम हर » मिनट पर निकलती है, तो जिस जगह मेरे 
पीछे से एक ट्राम झाती है, वहीं पर » मिनट बाद अगली ट्राम 
आयेगी । लेकिन मैं आगे बढ़ रहा हेँ और 2--> मिनट में ट्राम 
मेरा पीछा करती हुई वह दूरी तय करती है, जिसे मैं 2 मिनट 
में तय करता हूँ। मतलब कि जो पथ मैं | मिनट में तय करता हूँ, 


ट्राम जता मिनट में तय करती है। 

यदि ट्राम सामने से आ रही है, तो वह मुझे पिछली वाली के 
4 मिनट बाद मिलती है; बाकी ४--4 मिनट में वह उतना लंबा 
पथ तय करती है, जिसे मैं 4 मिनट में तय करता हूँ। भ्रत:ः जो 
पथ मैं | मिनट में तय करता हूँ, ट्राम - मिनट में तय करती 


हे । 
इससे समीकरण मिलता है: 
६ 2-... सा 
2 | 


जिससे 506 है। ट्राम हर छह मिनट पर निकलती है। 
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प्रश्न का एक निम्न हल भी सुझाया जा सकता है ( जो वास्तविक- 
ता में अंकगणितीय प्रकृति का है )। मान लें कि एक ही दिशा में 
एक के पीछे एक चलती दो ट्रामों के बीच की दूरी 6 है। तब मेरे 
झ्ौौर सामने से आने वाली द्वाम के बीच की दूरी प्रति मिनट -[- की 
दर से घटती है (क्योंकि अभी-अ्रभी गुजरी ट्राम और आने वाली 
ट्राम के बीच की दूरी ८ है और मैं तथा ट्राम यह दूरी 4 मिनट 
में तय करते हैं)। पीछे से आ्राती द्राम से मेरी दूरी प्रति मिनट यढ्र 
की दर से घटती है। अ्रब मान लें कि मैं एक मिनट तक आगे चलता 
हैँ, फिर मुड़चर एक मिनट तक वापस चलता हूँ ( भ्रर्थात्‌ पुरानी 
जगह लोट गाता हैं )। तब सामने से आने वाली ट्राम से मेरी दूरी 
प्रथम मिनट में पा घटती है और दूसरे मिनट में ( जब वही ट्राम 


मेरे पीछे से आना शुरू करती है) उससे मेरी दूरी पड घटती है। 
ग्रत: दो मिनट के दौरान उसके और मेरे बीच की दूरी में कुल कमी 
रा न पड़ न कु होती है। यदि मैं एक ही जगह. खड़ा रहता तब भी 
यही होता, क्‍योंकि कुल मिलाकर तो मैं पुरानी जगह ही लौट आया। 
इस प्रकार , यदि मैं एक ही जगह खड़ा रहता तो एक मिनट में ट्राम 
से मेरी दूरी व : 2 ह घट जाती। अ्रतः पूरी दूरी 6 तय करने 


में 6 मिनट लगता है। इसका मतलब हुआ कि स्थिर खड़े प्रेक्षक के 
सामने से हर छे मिनट पर गाड़ियां गुजरती हैं। 


जहाज और बेड़ा 


अरशन 


जुहाज धारा की दिशा में नगर / सै 8 तक बिना रुके हुए 
5 घंटे में पहुँचता है। अपने उसी वेग से बिना रुके धारा के विपरीत 
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चलता हुआ वह वापस पहुँचने में सात घंटे लगाता है। बेड़े को 4 
से 8 तक आने में कितने घंटे लगेंगे? .( बेड़ा पानी में बहता हुआ 
चलता है, अर्थात्‌ उसका वेग नदी की घारा के बराबर होता है) 


हल 


स्थिर पानी में जहाज को 4 से 9 तक चलने में जितने घंटे लगते, 
रो ४ से द्योतित करते हैं (स्थिर पानी में जहाज सिर्फ अपने निजी 
पेग से चलता है) और ४ से-बेड़े के चलने का समय। तब जहाज 


की | 
॥% घंटे में दूरी /8 का -ह्र भाग तय करता है और बेड़ा ( नदी 
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की धारा ) दूरी 48 का प्र भाग तय करता है। इसीलिये घारा 


में टे में | | 
की दिशा में जहाज एक घंटे में ॥/ का :द्व हु भाग तय करता 


है और धारा की विपरीत दिशा में कर ध् च भाग तय करता है। 
पर प्रश्न की शत्त से हम जानते हैं कि धारा की दिशा में जहाज 


एक घंटे में नह दूरी तय करता है और धारा के विपरीत न्‍्तः दूरी 
तय करता है। अ्रतः निम्न तंत्र मिलता है: 


>प-ाणापााामम्ममाक.  भरम्याममायाक".ामन्‍्माना७...टनमननमग-मा+. आमम»»न»>»»»»»»मककक. 


ध्यान दें कि इस तंत्र को हल करते वक्‍त भिन्न से छुटकारा पाने 
की आवश्यकता नहीं है: प्रथम समीकरण से दूसरा समीकरण घटा 
लेना काफी है, जिसके फलस्वरूप : 


बेड़ा 4 से 8 तक 35 घंटों में पहुँचता है। 


कोफी के डब्बे 


प्रश्न 


कौफी से भरे टिन के दो डब्बों की आकृति बिल्कुल समान है। 
पहले डब्बे का भार 2/8 है और उसकी ऊँचाई |202ा है; दूसरे 
का भार /78 है और उसकी ऊँचाई 9.82थ॥ है। डब्बों में सिफ कौफी 
का वजन बतायें। 
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हल 


बड़े डब्बे में कौोफी का भार » से द्योतित करते हैं और छोटे 
डब्बे में ४ से। खाली बड़े डब्बे का भार 2 और खाली छोटे डब्बे 
का भार / मान लेते हैं। दो समीकरण हैं: 
| ४--25-5८2 
४--/-- | 
भरे हुए डब्बों में कौफी के भार डब्बे के आयतनों के साथ समा- 
न॒ुपाती होते हैं और इसीलिये वे उनकी ऊँचाइयों के धनों के साथ भी 
समानुपाती होते हैं?; ग्रतः 
रऊ 6 छु १४ 2-02, या ४--2.020. 
खाली डब्बों के भार उनकी पूर्ण सतहों, और इसीलिये उनकी 
ऊँचाइयों के वर्गों के साथ समानुपाती होते हैं, इसलिये 


अल हक हे ].60, या 2--.60/. 


४ और 2 के ये मान प्रथम समीकरण-तंत्र में रखने पर निम्न तंत्र 
मिलता है: 
2,029--.60/--2, 
#--/<८ | 
इसे हल करने पर पता चलता है: 


(| ८ छा 50.95, /5-0.05 


इस तरह के अनुपातों का उपयोग तभी करना चाहिये, जब 
डब्बों की दीवारें बहुत पतली हों (क्योंकि डब्बों की बाहरी और 
भीतरी सतहें पूरी समरूप नहीं होतीं; इसके अतिरिक्त भीतरी ऊंचाई 
भर बाहरी ऊंचाई भी बिल्कुल एक ज॑ंसी नहीं होतीं। 
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ग्रत ; 
४->.92, 2--0.08. 


बड़े डब्बे में कौोफी का भाग .92/४ है और छोटे डब्बे में - 
0.94|( 7. 


डांस-पार्टो 


अ्श्न 


शाम की एक पार्टी में नाचने वाले 20 थे। मारीया सात लड़कों के 
साथ नाची , ओल्गा - आठ लड़कों के साथ , वेरा-नौ लड़कों के साथ, . . 
गर इसी तरह नीना तक, जो सभी लड़कों के साथ नाची। कितने 
लड़के थे पार्टी में? 


हल 

प्रशणश बहुत आसानी से हल हो सकता है, यदि सही श्रज्ञात राशि 

चून सकेंगे। हम लड़कों की नहीं , बल्कि लड़कियों की संख्या ढूढ़ेंगे 
भ्रौर इसे < से द्योतित करेंगे : 


]-ली, मारीया नाची 6--] लड़कों के साथ 
2-री, ओल्गा « 6+2 &€ ६ « « 


3-री, वेरा « 6-3 « « « 
४-वीं, नीना ढ& . .09+-५ ८ «6८. 9 
अतः समीकरण मिलता है: 
४--(6-->) ८-20, 
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जिससे 
हम की 
प्रतः लड़कों की संख्या- 
20 - 7--3. 


समुद्री गुप्तचरो 


प्रश्न ॥ 


युद्धपोतों के साथ चल रहे गृप्तचर (टोही ) बोट को काम दिया 
गया कि वह युद्धपोतों के चलने की दिशा में श्रागे बढ़कर 70 मील 
की दूरी तक शत्रु की टोह लेकर वापस आ जाये। युद्धपोतों का वेग 
35 मील प्रति घंटा है और टोही बोट का वेग 70 मील प्रति घंटा 
है। टोही बोट युद्धपोतों के पास वापस कितनी देर में पहुँचेगा ? 


हल 

इष्ट संख्या को < से द्योतित करते हैं। इतनी देर में युद्धपोत 
35. मील आगे बढ़ जायेंगे और टोही बोट 70४ मील तय| कर 
चुकेगा (टोही बोट श्रागे की ओर 70 मील चलता है और इसका 
एक अंश वापसी में तय करता है )। दोनों साथ-साथ मिलकर 70% -|- 35% 
नंबा पथ तय करते हैं, जो 2.70 मील के बराबर है। समीकरण 


बनता है 
70४--38.४-- 40, 
जिससे 
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_]40_ | | 
॥ बा मर घटा। 


टोही बोट | घंटा 20 मीनट बाद लौटेगा। 


प्रश्न 2 


टोही बोट की आज्ञा मिली है कि यूद्धपोत चलने की दिशा में 
ग्रागे जाकर टोह ले। उसे 3 घंटे में लौट आना है। युद्धपोत छोड़ने 
के कितने समय बाद उसे वापस मुड़ना चाहिये, यदि उसका वेग 60 नौट 
है और पोत का वेग 40 नौट है? 


हल 

मान लें कि टोही बोट को < घंटे बाद मुड़ना चाहिये; इसका 
मतलब है कि वह < घंटे तक पोत से दूर होता रहा और ४--3 घंटे 
पोत की ओर चला। जबतक दोनों ही एक दिशा में चलते रहे, 
टोही बोट घंटे में पोत से इतना दूर हुआ, जितना उनके द्वारा तय 
किये गये पथों का अंतर है, अर्थात्‌ 


60.४ ---- 40.0 --- 20 


लौटते समय टोही बोट 60 (3-->») के बराबर पथ तय करता 
है और पोत 40 (3--2) के बराबर। दोनों मिलकर 0४ मील गये। 
इसलिये 


60(3 -- .)-] 40(8 -- ४) --20£, 
जिससे 


|| 
9 शवननन्‍्् ५० हक लत 
० छ 
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टोही बोट को पोत छोड़ने के 2 घंटे 30 मिनट बाद वापस मुंड़ 
जाना चाहिये। 


चला टी जि ेअ+ज+<-<--+ बन नई चचननऊ-++ तन ियी+तीओओओ 


प्रश्न 


गोल रास्ते पर दो सायकिल-सवार स्थिर वेग से चल रहे हैं। 
जब वे परस्पर विपरीत दिशाओं में चलते हैं, तो वे हर 0 सेकेंड 
में मिलते हैं; जब वे समान दिशा में चलते हैं, तो एक सायकिल- 
सवार दूसरे को हर 70 सेकेंड में पकड़ता है। हर सायकिलसवार 
का वेग बतायें; गोल रास्ते की लंबाई !70ा है। 


हल 


यदि प्रथम सायकिल-सवार का वेग < है, तो 0 सेकेंड में वह 
[0.. मीटर चलता है। सामने से आता हुआ दूसरा सवार एक भेंट 
के बीच परिधि का बाकी भाग, श्रर्थात्‌ 70--0./ मीटर तय 
करता है। यदि दूसरे सवार का वेग ४ है, तो इस पथ की लंबाई 
[0५9 मीटर होगी, श्रर्थात्‌ 
70 --- 40./-- 00. 
यदि सायकिल-सवार भागे पीछे चल रहे हैं, तो पहला सवार 
870 सेकेंड में 70// मीटर चलता है और दूसरा 702 मीटर 
चलता है। यदि पहला सवार अधिक तेज चल रहा है, तो वह एक 
भेंट से दूसरे भेंट के बीच एक चुकक्‍्कर अधिक लगाता है, बनिस्बत 
कि दूसरा सवार, अश्रर्थात्‌ 
]70४-- 70/--70. 
इस समीकरणों को सरल करने पर इनका रूप निम्न होता है: 
४-४5 7, ४--४#5८-|, 
जिससे 
४-9, ४5८5४ (मीटर प्रति सेकेंड ) । 


फटफटिया-रेस 


ीी जा ऊापपथयाथयथि पयपथण थणृैपतमभ जे 


भ्रश्त 


तीन में से एक फटफटिया दूसरी से 5 किलोमीटर प्रति घंटा 
कम तथा तीसरी से 3 किलोमीटर प्रति घंटा अधिक वेग से रेस शुरू 
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करती है और “फिनिश ” पर पहली से |2 मिनट बाद तथा तीसरी 
से 3 मिनट पहले पहुँचती है। रास्ते में कहीं भी विराम नहीं था। 
निर्धारित करना है: 
(८) प्रथ' कितना लंबा है? 
(0) हर फटफटिया का वेग कितना है? 
(८() कितनी देर तक हर फटफटिया गतिमान रही है। 


हल 


प्रन्‍न में सात अज्ञात राशियों का मान ज्ञात करने को कहा जा ' 
रहा है, पर हम दो से काम चला लेंगे-दो अज्ञात सशियों वाले 
दो समीकरणों का तंत्र बना कर। 

४ से दूसरी फटफटिया का वेग द्योतित करते हैं। तब पहली 
फटफटिया का वेग ४ -- 5 से व्यक्त होगा और तीसरी का ४-- 3 से । 


पथ की लंबाई को ४ से द्योतित करते हैं, तब फटफटियों के 
गतिकाल निम्न होंगे: 


9 
पहली फटफटिया की आह 
४ 
दूसरी »9 » जन 
तीसरी » /' 
४-3 


हम जानते हैं कि दूसरी फटफटिया का गतिकाल पहली से ॥2 
मिनट ( श्रर्थात्‌ हद घंटा) अश्रधिक था, इसीलिये 


तीसरी फटफटिया रास्ते में दूसरी से 3 मिनट ( अर्थात्‌ कर 
घंटा ) अधिक रही है, ग्रतः 


_/ __! 


नननननगरगगभगभगनभगनगएगआन. 3. नि७ओनओओ 


विन लक कि 
४-3 ४2 20 
इनमें से दूसरे समीकरण को 4 से गुणा करते हैं और उसे पहले 
समीकरण में से घटा लेते हैं: 


४ _.__#__ ४ _ ___ 4४) -_.- 
# .. 3-+-5 ३ ४-3 हु ) ५ 


इस समीकरण के सभी पदों को 9 से भाग देते हैं (यह राशि, 
जैसा हम जानते हैं, शून्य के बराबर नहीं है) और इसके बाद भिन्न 
से छटकारा पाते हैं। इससे मिलता है: 
(४-+-5)॥४-- 3) -- (४-- 3) -- 40»-- 5) -|-4(४-|- 5) (४ -- 3) -50. 


कोष्ठक तोड़कर समरूप पदों का जोड़-घटाव कर लेने के बाद: 


3.0 -- 225 ज् 0, 
जिससे 
(-- /5. 
४ जान लेने के बाद प्रथम समीकरण से ४ का मान ज्ञात करते 
४ _9५_।! 
क5 90 5? 
या ४5-90. 


इस प्रकार फटफटियों के वेग निर्धारित हो चुके हैं: 
90, 78 और 72 किलोमीटर प्रति घंटा। 
पथ की लंबाई--90 किलोमीटर । 
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पथ की लंबाई को प्रत्येक फटफटिया के वेग से भाग देने पर 
उसका ग़तिकाल ज्ञात हो जायेगा: 


पहली फटफटिया . . . । घंटा, 
दूसरी का . - - -:। घंटा 2 मिनट, 
तीसरी का. . . - । घंटा 5 मिनट । 


इस तरह सभी सात अज्ञात राशियां ज्ञात हो गयीं। 


अश्न 


कार एक शहर से दूसरे शहर तक 60 किलोमीटर प्रति घंटा 
के वेग से गयी और वापस हुई 40 किलोमीटर प्रति घंटा के वेग 
से। कार का ञ्रौसतत वेग कितना है? 


हल 


प्रश् की सरलता एक छलावा है, जो बहुत खले लोगों को भटका 
देता है। वे प्रश्न की शर्त्तों को गहराई से देखे बिना ही 60 और 
40 का समांतरी ग्लौसत, ग्रर्थात्‌ उनका अ्रर्ध॑ योगफल 
60--40 __ 
जय 50 


निकालने लगते हैं। 
यह सरल” हल तभी सही होता, जब कार दोनों ही दिशाओं 
में समान समय व्यय करती। पर यहां स्पष्ट है कि वापसी में ( वेग 
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कम होने के कारण ) समय अधिक लगा है। यदि इस बात को ध्यान 
में रखेंगे, तो एक ही निष्कर्ष निकलेगा: उत्तर 50 गलत है। 

सचमुच ही, समीकरण से दूसरा उत्तर मिलेगा। समीकरण बनाना 
कठिन नहीं होगा, यदि हम एक सहायक अज्ञात राशि / ( शहरों 
की दूरी ) का उपयोग करेंगे। इष्ट औसत वेग को < से द्योतित करके 
समीकरण बनाते हैं: 

था 

चूंकि / शून्य के बराबर नहीं है, भश्रतः समीकरण में / से भाग 

दे सकते हैं: 


( ( 
लत्हुह पढ़ 


जिससे 


ब्हा छह 
भ्रत:ः सही उत्तर 50 किलोमीटर प्रति घंटा नहीं, बल्कि 48 
किलोमीटर प्रति घंटा है। 
यदि हम यह प्रश्न प्रतीकों में हल करते (कार गयी 6 किलो- 
मीटर प्रति घंटा के वेग से और वापस आयी ४ किलोमीटर प्रति घंटा 
के वेग से ), तो समीकरण मिलता: 


इस राशि को ८ और 2 का हरात्मक झौसत कहते हैं। 
इस प्रकार, गति का भ्ौसत वेग. समांतरी औसत द्वारा नहीं बल्कि 
हरात्मक श्रौसत द्वारा व्यक्त होता है। धनात्मक ८ और £ के लिये 
हरात्मक झौंसंत सदा कम होता है, बनिस्बत कि समांतरी औसत 
... ५+8 
ठु 


के ; यह हम सांख्यिक उदाहरण में भी देख चुके हैं (48 कम है 50 
से )। 


ब्रत कलनक मशीनें 


मनोरंजक बीजगणित ” में समीकरणों के बारें में बातचीत कल- 
'नक मशीनों से समीकरण हल कंरंने की विधिं के बिना पूरी नहीं - हो 
सकती | हम बता चंके हैं कि कलनक मशीनें शतरंज खेल सकती हैं। ये 
गणितीय मशीनें अन्य कार्य भी कर सकती हैं, जैसे एक' भाषा से 
दूसरी में अनुवाद, संगीत-लय की अल्पना, आदिं। इसके लिये सिर्फ 
तदनुरूप प्रोग्राम बनाना पड़ता है, जिसके अनुसार मशीन काम करती 
है । 
यहां हम शतरंज के खेल या एक भाषा से दूसरी में अनुवाद के 
प्रोग्राम नहीं देखेंगे, क्योंकि ये बहुत ही जटिल हैं। यहां हम सिर्फ 
दो ,सरल प्रोग्रामों का विश्लेषण करेंगे, लेकिन इसके पहले हमें कलनक 
मशीनों की बनावट की एक झलक लेनी चाहिये। 
ऊपर (अध्याय | में ) हम ऐसी प्रयुक्तियों के. बारे में . बता 
चुके हैं, जिनकी सहायता से एक सेकेंड में हजारों संक्रियाएं संपन्न.. हो 
सकती हैं। मशीन में संक्रियाएं संपन्न करने वाला अंग गणितीय प्रयुक्ति 
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कहलाता है। इसके श्रतिरिक्त मशीन में संचालक प्रयुक्ति भी होती है, 
जो पूरी मशीन के कार्य का नियमन करती है। मशीन में तथाकथित 
स्मृति भी होती है। स्मृति या स्मनंक प्रयुक्ति संख्याओ्रों और प्रतीकों का 
'पंडार-घर ' है। अंततः, मशीन में नये प्रत्तांकों के प्रवेश श्र तैयार 
परिणामों के निकास के लिये भी विशेष प्रयुक्तियां लगी होती हैं। इन 
परिणामों को मशीन विशेष कार्डों पर दशमलव प्रणाली में छाप देती 
है। 

यह तो सभी अच्छी तरह जानते होंगे कि ध्वनि को रेकाड्ड या टेप 
पर अभिलिखित किया जा सकता है और फिर उसे दुबारा सुना जा 
सकता है। लेकिन रेकार्ड पर ध्वनि एक ही बार अभिलिखित हो सकती 
है। नये अभिलेख के लिये नया रेकार्ड चाहिये। चुंबकीय टेप-रिकार्डर में 
ध्वनि का लेख कुछ दूसरी तरह से होता है: इसमें एक विशेष प्रकार के 
टेप (फीते ) का चुंबकन किया जाता है ( इसीलिये इसका एक नाम 
मैग्नेटोफोन भी है )। अभिलिखित ध्वनि मनचाही बार उत्पन्न की जा 
सकती है, लेकिन यदि अभिलेख की आवश्यकता नहीं रह जाये, तो 
उसे “मिटाया ' जा सकता है और टेप पर नयी ध्वनि अभिलिखित की 
जा सकती | एक ही टेप पर एक के बाद एक कई अभिलेख बनाये जा 
सकते हैं; हर अभिलेख पिछले अभिलेख को स्वत: मिटा” देता है। 

स्मनंक प्रयुक्तियों का कार्य ऐसे ही सिद्धांत पर आधारित है। 
संख्याएं और प्रतीक एक विशेष बेलन पर अंकित होते हैं ( बैद्युत , 
चुंबकीय अ्रथवा यांत्निक संकेतों की सहायता से )। जब आवश्यकता हो 
अभिलिखित संख्या 'पढ़ी' जा सकती है, श्रागे आवश्यकता नहीं होने 
पर उसे “मिटा” कर उसकी जगह दूसरी संख्या लिखी जा सकती है। 
संख्या या संकेत को 'याद करने या “पढ़ने ' में सेकेंड का सिर्फ दस 
लाखवां अभ्रंभ खर्च होता है। 
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' स्मृति ” में कई हजार खंदे होते हैं, हर खंदे में दसियों घर ( उदा- 
हरण के लिये चुंबकीय घर ) होते हैं। संख्याश्रों को द्विभू प्रणाली में 
लिखने के लिये तय कर लेते हैं कि हर चुंबकित घर अंक | को 
द्योतित करता है और अचुंबकित घर-अंक 0 को। मान लें कि एक 
खंदे में 25 घर (या, जैसा अ्रक्सर कहते हैं, 25 'द्विभू श्रेणियां ) 
ऐँ। खंदे का पहला घर संख्या का चिन्ह (+या-- ) द्योतित करने 
के काम आता है। अगली ॥4 श्रेणियां पूर्णाक द्योतित करती हैं और 
अंतिम [0 श्रेणियां -संख्या का भिन्नांक द्योतित करती हैं। 

चित्र 3 में स्मृति के दो खंदे दिखाये गये हैं, जिनमें से प्रत्येक 


संक्रग ! | 97 !' या 
टटायलंयालऊटायाजान-टासरयियया मश्यरयर*- 
| ी 


चित्र 3 


में 25 श्रेणियां हैं। चुंबककित घर चिन्ह “+' से दिखाये गये हैं 
और अंचुंबकित घर-चिन्ह - से। आरेख में ऊपरी खंदे को देखें 
( श्रध॑विराम दिखाता है कि भिन्नांक कहां से शुरू होता है; डैश-रेखा 
प्रथम श्रेणी को अलग करती है, जिसमें संक्रिया-चिन्ह लिखा जाता 
है )। उसमें द्विभू गणना-प्रणाली में संख्या +0.0] लिखी गयी 
है; दशमलव गणना-प्रणाली में यह संख्या .25 के बराबर हुई। 
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खंदों में संख्याओं के अतिरिक्त कमांड (श्राज्ञाएं ) भी लिखे जाते 
हैं; ये ही मिल-जुल कर प्रोग्राम (कार्यक्रम ) निर्घारित करते हैं। 
“ देखा जाये कि तथाकथित तीन पते वाली मशीन के लिये प्रोग्राम कैसा 
होता है। इस स्थिति में कमांड अभिलिखित करने के लिये स्मृति के 
खंदों को चार भागों में बाँटते हैं (जैसे चित्र 3 के निचले खंदे को 
'डेश-रेखाओं से )। पहले हिस्से में संक्रियाएं दग्योतित की जाती हैं और 
संक्रियाएं संख्याओं (नंबरों ) की सहायंता से द्योतित होती हैं। 
उदाहरणार्थ , 


जोड़-संक्रिया | , 
घटाव-संक्रिया 2 , 
गुणा - संक्रिया 3 आदि। 


कंमाड निम्न प्रकार से समझना चाहिये : खंदे के पहले हिस्से 
में :संक्रिया का नंबर होता है, दूसरे और तीसरे खंदों में उन संख्याओं 
* के नंबर' ( पता ) होते हैं, जिनके साथ यह संक्रिया करनी है, चौथे 
हिस्सि में उस खंदे का नंबर (पता ) होता है, जहां प्राप्त परिणाम 
भेजना है। उदाहरणार्थ, चित्र 3 ( निचली पंक्ति ) में द्विभू प्रणाली की 
संख्याएं !!, !, ], 0]] ( दशमलव प्रणाली में 3, 3, 7, ! ) अंकित 
हैं, जिनका अर्थ निम्न कमांड है: स्मृति के तीसरे और सातवें खंदे 
में" स्थित संख्याओं के साथ संक्रिया 3 (च्रर्थात्‌ गुणा ) किया जाये 
“और परिणाम ग्यारहवें खंदे में भेजा जाये। 
आगे हम लोग संख्याएं और कमांड चित्र 3 की तरह प्रतीकों 
“में नहीं, सीधा दशमलव प्रणाली में लिखेंगे। उदाहरणार्थ , चित्र 3 को 
निचली पंक्ति में व्यक्त कमांड निम्न प्रकार से लिखेंगे: 


गृूणा 3 7 |] 
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भ्रब॒ प्रोग्राम के दो सरल उदाहरण देखते हैं: 


प्रोग्राम ] 
!]) जोड 4 5 4 
2) गुणा 4 4-> 
3) सण०स० | 
4) 0 
5) ] 

मशीन के प्रथम पाँच खंदों में ये प्रत्तांक श्रभिलिखित हैं; देखें कि 
वह किस तरह काम करती है। 

[-ला कमांड: 4-थे व 5-वें खंदों में लिखी गयी संख्याओं को 
जोड़ना और परिणाम को पुनः 4-थे खंदे में भेजना (4-थे खंदे में 
पहले जो कुछ लिखा हुआ था, उसकी जगह पर )। इस प्रकार मशीन 
4-थे खंदे में संख्या 0--5--4 लिखेगी। पहले कमांड के बाद +-थे 
तथा 5-वें खंदे में निम्न संख्याएं लिखी होंगी: 

4) |, 
5) ।. 

2-रा कमांड : 4-थे खंदे में स्थित संख्या को स्वयं से गुणा करना 
( अर्थात्‌ उसका वर्ग निकालना ) और परिणाम, श्रर्थात्‌ 2 काडे 
पर छापना (तीर के चिन्ह का अर्थ है तैयार परिणाम बाहर देना ) । 

3-रा कमांड: संचालन सपुर्द-[-ले खंदे को। इसका श्रर्थ है 
कि सभी कमांड फिर से उसी क्रम में दुहराये जायें। झ्रतः फिर से 
[-ला कमांड शुरू होता है। 

]-ला कमांड:: 4-थे और 5-वें खंदों में स्थित संख्यात्रों को जोड़ना 
ओर परिणाम पुनः 4-थे खंदे में लिखना । फलस्वरूप +-थे खंदे में 
संख्या |--4८"52 होगी: 

404 


4) 2, 
5) [. 


2-रा कमांड : 4-थे खंदे में स्थित संख्या का वर्ग निकालना श्रोर 
परिणाम , भ्रर्थात 22 कार्ड पर लिखना (तीर का श्रर्थ है- परिणाम 
बाहर देना ) । 

3-रा कमांड : संचालन सपुर्द --ले खंदे को ( भ्रर्थात्‌ फिर से 
|-ले कमांड की श्रोर वापसी )। 

!-ला कमांड: संख्या 2-- "--3 को 4-थे खंदे में भेजना: 


4) 3, 
5) ।. 


2-रा कमांड: संख्या 3? को काड़े पर लिखना। 

3-रा कमांड: |-ले खंदे को कंचालन सपुर्दे, इत्यादि। 

हम देखते हैं कि मशीन एक के बाद एक पूर्ण संख्याओ्रों का वर्ग 
निकाल निकाल कर कार्ड पर लिखती जा रही है। ध्यान दें कि हर 
बार हाथ से नयी संख्या नहीं लिखनी पड़ती; मशीन स्वयं क्रम से 
पूर्ण संख्याएं चुनती जाती है श्रौर उनका वर्ग कलित करती जाती है। 
इस प्रोग्राम पर काम करती हुई मशीन कुछेक सेकेंड (या सेकेंड के 
कुछ अंशों में ही ) सभी पूर्ण संख्यात्रों (जैसे | से 0000 तक ) का 
वर्ग ज्ञात कर ले सकती है। 

यह बता दूँ कि पूर्ण संख्याओं का वर्ग निकालने के लिये प्रोग्राम 
वास्तविकता में ऊपर दिये गये प्रोग्राम से कुछ जटिल होता है। विशेष- 
कर 2-रा कमांड अधिक जटिल होता है। बात यह है कि कार्ड पर 
तेयरार परिणाम लिखने में कई गुणा भ्रधिक समय लगता है बनिस्बत 
कि सक्रिया संपन्न करने में। इसलिये तैयार परिणाम पहले “स्मृति” के 
किसी खाली खंदे में 'याद' कर लिया जाता है, फिर (बिना जल्द- 
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प्र 


बाजी के ) कार्ड पर लिखा जाता है। इस तरह, पहला अंतिम परि.- 
णाम “स्मृति” के |-ले खाली खंदे में याद” किया जाना चाहिये, 
एृशरा परिणाम-2-रे खाली खंदे में, तीसरा-3-रे में, झआदि। उप- 
शैबत सरलीकृत प्रोग्राम में इस बात को ध्यान में नहीं रखा गया है। 

हसके अतिरिक्त, मशीन वर्ग निकालने का काम देर तक नहीं 
५ राकती- स्मृति” के खंदे काफी नहीं पड़ेंगे ,- भ्रोर ठीक-ठीक 
ब्रदाज लगाना कि मशीन वर्गों की आ्रावश्यक संख्या अ्रब प्राप्त कर 
[पी है, ताकि मशीन ऐन वक्‍त रोक दी जाये,-संभव नहीं है 
( क्योंकि मशीन एक सेकेंड में हजारों संक्रियाएं संपन्न करती है! )। 
एसी लिये ऐन वक्‍त मशीन रोकने के लिये विशेष कमांड की व्यव- 
रथा रहती है। उदाहरणार्थ , प्रोग्राम इस तरह बनाया जा सकता है 
कि मशीन | से 0000 तक की सभी पूर्ण संख्याओं का वर्ग निकाल 
कर स्वत: रुक जाये। 

ग्रधिक जटिल प्रकार के भी कमांड हैं, पर उन्हें हम नहीं देखेंगे। 

“] से 0000 तक की सभी पूर्ण संख्याओं का वर्ग कलित करने 


के लिये वास्तविक प्रोग्राम कुछ इस प्रकार का होता है: 


प्रोग्राम 6 

]) जोड़ 8 9 8 
2) गणा 8 8 0 
3) जोड़ 2 62 
4) ब०सं०्स० 8 7 | 
5) रुक 

6) 0 0 7 
7) 0000 


8) 0 
9) 
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]0) 0 
]]) 0 
]2) 0 


प्रथम दो कमांड उपरोक्त सरलीकृत प्रोग्राम के प्रथम दो कमांडों 
से भिन्न नहीं हैं। इनका पालन करने के बाद 8-वें, 9-वें और 0+वें 
खंदों में निम्न संख्याएं होंगी: 
8) ] 
9) 
]0) ॥ 
तीसरा कमांड बहुत ही रोचक है: 2-रे और 0-ठे खंदे में जो 
कुछ है, उसे जोड़कर परिणाम 2-रे खंदे में लिखना, जिसके बाद 
2-रे खंदे में अभिलेख होगा: 
2) गुणा 8 8 []. 


जैसा कि देखते हैं, तीसरा कमांड पूरा करने के बाद दूसरा कमांड 
बदल जाता है, या और सही कहें, तो 2-रे कमांड का एक पता 
बदल जाता है। नीचे हम स्पष्ट करेंगे कि ऐसा क्‍यों किया जाता है। 

चोथा कमांड : बशत्तं संचालन . सपुर्दे (पिछले प्रोग्राम में ऊरे 
कमांड की जगह )। यह कमांड निम्न प्रकार से पूरा होता है: यदि 
8-वें खंदे में स्थित संख्या 7-वें खंदे की संख्या से कम है, तो संचालन 
ले खंदे को सपुर्दे किया जाता है; विपरीत स्थिति में श्रगला 
( श्र्थात्‌ 5-वां ) कमांड पूरा किया जाता है। हमारी स्थिति में सचमुच 
[<<_0 000 है, इसलिये संचालन ।-ले खंदे को संपुर्दे हो जाता है। 
झत: फिर से |-ले कमांड का पालन शुरू होता है। 

[-ला कसांड पूरा होने पर 8-वें खंदे सें संख्या 2 होगी। 
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ग्रबः दूसरे कमांड का रूप. है: 
2) गुणा 8 8 ]], 


जिसका श्रर्थ है कि संख्या 22 को []-वें खंदे में भेजा जाये। अब 
समझ में श्राता है कि पहले 3-रा कमांड क्‍यों पूरा किया गया था: 
नयी संख्या , भ्रर्थात्‌ 22 को 0-वें खंदे में नहीं जाना चाहिये, क्योंकि 
वह खाली नहीं है; उसे अगले , शर्थात्‌ -वें खंदे में जाना चाहिये। 
[-ला और 2-रा कमांड पूरा होने के बाद हमारे पास .निम्न संख्याएं 
होंगी 
8) 2: 9)4; ॥70) ।:: 4]) 25. 
तीसरा कमांड पूरा होने पर 2-रे खंदे में निम्न अभिलेख होगा: 
गुणा 8 8 ॥|2, 


अर्थात्‌ मशीन इस बात के लिये तैयार हो चुकी है कि वह नया परि- 
णाम अगले, श्रर्थात्‌ !2-वें खंदे में लिखे। चूँकि $-वें खंदे में अब 
भी 9-वें खंदे से कम संख्या है, इसलिये 4-थे कमांड का ग्रर्थ है कि 
संचालन पुन: ।-ले खंदे को सौंप दिया जाये। 

अब -ला और 2-रा कमांड पूरा होने पर मिलेगा: 

8) 3; 9) 4; 40) ॥ः; व]) 22८; 2) 35%, 

मशीन कब तक इस प्रोग्राम पर वर्ग निकालती रहेगी? -जबतक 
8-वें खंदे में संख्या 0000 नहीं आरा जाये, श्रर्थात्‌ जबतक | से 0 000 
तक की सभी पूर्ण संख्याओं के वर्ग कलित नहीं हो जायेंगे। इसके | 
बाद 4-था कमांड |-ले खंदे को संचालन सपुर्दे नहीं करेगा ( क्योंकि 
$-बें खंदे में स्थित संख्या 7-वें खंदे में स्थित संख्या से कम नहीं, उसके 
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बराबर होगी ), श्रर्थात्‌ 4-थे कमांड के बाद मशीन 5-वाँ कमांड 
पूरा करेगी: रुक (मशीन रुक जायेगी )। 

ग्रब॒ एक श्रधिक जटिल प्रोग्राम का उदाहरण देखते हैं: समी- 
करण-तंत्र हल करने के लिये। हम लोग सरलीक़ृत प्रोग्राम ही देखेंगे । 


यदि इच्छा होगी, तो पाठक स्वयं मनन करके देख लेंगे कि श्रपने 
पूर्ण रूप में यह प्रोग्राम कैसा होगा। 
मान लें कि निम्न समीकरण-ततंत्र प्रत्त है: 


4४--9॥/८-5८, 
4.४--८॥/ --. 


यह तंत्र हल करना कठिन नहीं है: 


संगुणक ८, 8, ८, 4, ८, / के सांख्यिक मान प्रत्त 'होने पर यह तंत्र 
हल करने में झापको शायद दसेक सेकेंड भर लगेंगे। मशीत एक 
सेकेंड में ऐसे हजारों तंत्र हल कर सकती है। 
तदनुरूप प्रोग्राम देखें। यह मान लेते हैं कि एक साथ कई तंत्र 
दिये गये हैं: 
जिनके संगुणकों के सांख्यिक मान हैं 6, 0, ०, 4, ० /, 4, 2*,..ढ 
पा किट कह | 
4४ -- ०४५८/. [०(४-- ८४४--. डर 
तदनुरूप प्रोग्राम है: 
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प्रोग्राम 2 


)) & 28 30 29  74) +- 393 26) ८ 
2) & 2? 3 2 75) + 4 9 4 27) ४ 
3) & % 30 22 [6) + 5 व9 5 28) ८ 
4) & श 29 23 77) + 696 29) ८ 
5) & 2 3 24 ]8) संग्स०» ] 30) ८ 
6) & 28 292 25 ]9 6 6 0 3) / 
7) -- 20 22 29 20) 0 32) ४! 
8) -- 22 23 22? 2) 0 33) ४ 
9) -- 24 25 22 22) 0 34) ८ 
]0) 209 -> 29) 0 35) ४! 
]!) ;: 22 2] -> 24) 0 36) ८ 
]2) +-  ]9 ! 25) 0 37) / 
]2) + 2 9 2 38) ८ 


]-ला कमांड: 28-वें और 30-वें खंदों में स्थित संख्याओं को 
आ्रापस में गुणा करके परिणाम 20-वें खंदे में भेजना। अन्यत:, 20-कें 
खंदे में संख्या ८८ लिखी जायेगी। 

2-रे से 6-ठे कमांड भी इसी तरह पूरे किये जाते हैं। इनके पूरे 
होने पर 20-वें से 25-वें खंदों में निम्न संख्याएं होंगी: 


20) ८९८ 
2]) रथ 
22) ०९८ 
23) ९ 
24) ४ 
29) ८4 
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7-वां कमांड: 20-वें खंदे में स्थित संख्या में से 2-वें खंदे की 
संख्या घटाना और परिणाम (थ्रर्थात्‌ ८2--// ) पुनः 20-वें खंदे 
में लिखना। 

8-वां और 9-वां कमांड भी इसी तरह पूरे होते हैं, जिसके 
फलस्वरूप 20-वें, 2]-बें, 22-वें खंदों में निम्न संख्याएं होंगी: 


20) ८९-- ४ 
2]) ६९-- ९ 
22) ०/(-- ८4 
0-वां और ]-वां कमांड: निम्न भागफल प्राप्त होते हैं: 
८९--४ पर[-- ८ 
42--64 नल क९-0व 


और कार्ड पर अंकित हो जाते हैं (अर्थात्‌ मशीन हमें तैयार परिणाम 
या उत्तर दे देती है)। प्रथम समीकरण-तंत्र की अज्ञात राशियों के 
मान यही हैं। 
इस प्रकार, प्रथम तंत्र हल हो चुका है। फिर आमे के कमांड 

किसलिये हैं? प्रोग्राम में आगे के कमांडों (2-वें से 9-वें खंदों ) 
का उद्देश्य यही है कि मशीन अगला समीकरण-तंत्र हल करने को 
तेयार हो जाये। देखें कि यह कैसे होता है। 0-वें से 7-वें कमांडों 
का श्रर्थ है कि जले से 6-ठे खंदों में 9-वें खंदे का भी अभिलेख 
शामिल हो जाता है, जिसके फलस्वरूप परिणाम पुनः: |-ले से 6ढे 
खंदों में ही रह जाते हैं। इस प्रकार, !7-वां कमांड पूरा होने पर 
प्रथम छः खंदों में निम्न अभिलेख होगा: 

])) & 34 36 290 

2) & 33 37 2] 

3) & 32 ३36 ४४ 
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) » 33 35 23 
5) #& 32 37 24 
6) %& 34 35 25 


8-वां कमांड: संचालन पहले खंदे को सापुर्द। 

प्रथण छः: खंदों का नया अभिलेख पुराने से किस बात में भिन्न 
है? इसी में कि इन खंदों में प्रथम दो पतों का नंबर पहले की तरह 
26 से 3] तक नहीं बल्कि 32 से 37 तक है। अन्यत:, मशीन पुनः 
वे संक्रियाएं संपन्न करेगी, लेकिन इसके लिये संख्याएं 26-वें - 3-वें 
खंदों से नहीं, बल्कि 32-वें-37-वें खंदों से लेगी, जिनमें दूसरे 
समीकरण-तंत्र के संगुणक अंकित हैं। फलस्वरूप , मशीन दूसरा समी- 
करण-तंत्र हल कर लेगी। दूसरा समीकरण-तंत्र हल करने के बाद मशीन 
तीसरा , चौथा आदि तंत्र हल करती जायेगी। 

जो कुछ कहा गया है, इससे स्पष्ट है कि सही प्रोग्राम ” बनाना 
कितना जरूरी होता है। आखिर मशीन 'खुद तो कुछ भी नहीं करना 
'जानती' है। वह सि्फ दिये गये प्रोग्राम को निभा सकती है। 
ऐसे भी प्रोग्राम हैं, जिनसे मूल, लगरथ , ज्या के . मान कलित होते 
हैं, उच्च धातों के समीकरण हल होते हैं, आदि। हम ऊपर बता 
चुके हैं कि शतरंज खेलने और विदेशी भाषा से अनुवाद करते के 
लिये भी प्रोग्राम हैं। निस्संदेह , प्रश्न जितना जटिल होगा, तदनुरूप 
प्रोग्राम भी उतना ही जटिल होगा। 

अंत में एक बात और बता दें कि प्रोग्रामक प्रोग्राम भी होते हैं। 
ये ऐसे प्रोग्राम हैं, जिनकी सहायता से मशीन विचाराधीन प्रश्न हल 
करने के लिये प्रोग्राम स्वयं बना ले सकती है। इससे प्रोग्राम बनाने 
का काम भी काफी हल्का हो जाता -है, जो अक्सर एक बहुत ही 
मेहनत वाला काम है। 


ग्रध्याय ठ 


अ्रंकगणित के सहायतार्थे 


प्रंकगणित अपने कुछ कथनों को निजी साधनों से सिद्ध नहीं कर 
पाता । ऐसी परिस्थितियों में उसे बीजगणित की व्यापककारी विधियों 
की सहायता लेनी पड़ती है। बीजगणित द्वारा सिद्ध की जाने वाली 
ऐसी अंकगणितीय बातों में निम्न की गणना होती है: संक्रियाओं को 
संक्षिप्त विधि से संपन्न करने के कई नियम , कुछ संख्याओं की रोचक 
विशेषताएं , विभाज्यता के लक्षण, आदि। प्रस्तुत भ्रध्याय में इसी तरह 
के प्रश्नों पर विचार होगा। 


क्षणिक गुणन 


तेजी से संक्रियाएं संपन्न करने वाले लोग अक्सर बीजगणितीय हरूपां- 
तरणों का सहारा लेते हैं, जो कलन-कायें काफी सरल कर देते हैं। 
उदाहरणार्थ, 988” निम्न प्रकार से कलन करते हैं: 


988 . 988 -- (988 -- 2) . (988 -- 2) 4 !22-- 
-- [000 - 976-- 44 -- 976 44 


समझना आसान है कि कलनकेतता ने इस उदाहरण में निम्न बीज- 
गणितीय रूपांतरण की सहायता ली है: 


4१--८१ -- ४१-|-6१-(०--४७)(८४ -- 0)--0*. 
0 


जबानी हिसाब में हम इस सूत्र का सफलतापूर्वक उपयोग कर 
सकते हैं। 
उदाहरण : 
27१ --(27---3))॥(27--3)-+3१--729, 
632--66 -. 60-]-3*-3969, 
82-- 20 - 46-]- 22-- 324, 
372--40 . 34--3*-- 369, 
482-- 50 - 46 -- 22-- 2304, 
542-- 58 - 850 -|- 4?--29]6, 
ग्रागे, 986.997 का गुणा निम्न विधि से संपन्न होता है: 
986 . 997-- (986 --- 3) . 4000--3 . 4 -- 983 042. 
यह विधि किस बात पर आधारित है? गुणनखंडों को निम्न 
रूप में प्रस्तुत करते हैं: 
(4000 --- 4) - ([000 -- 3) 
भ्रौर इन दुपदों को बीजगणितीय नियमों से गुणित करते हैं: 
000 . 400 -- 4000 . 44 -- 000 - 3+॥4 ..8. 
निम्न रूपांतरण करते हैं: 
000(000 --- 4) -- 000 . 3--- 4 . 3-- 
--000 - 986 -- 000 - 3 +-4 - 3-- 000(986 -- 3))+45-3: 
अ्रंतिम पंक्ति ही कलनकर्त्ता की विधि व्यक्त करती है। 
दो तीन-अ्ंकी संख्याओं के गुणन की विधि भी रोचक है, जिनमें 
दहाई के अ्रंक समान हैं और इकाईयों का योगफल 0 है। उदाहर- 
णाथं, गुणा 
783 - 787 
]4 


निम्न प्रकार से संपन्न होता है: 
78 .79--662, 3-7--2| 


उत्तर: 
6622. 
इस विधि का आधार निम्न खरूपांतरण से स्पष्ट होता है: 
(780 -- 3)(780 -- 7) - 


--780 . 780 -- 780 . 3 -|- 780 . 7 + 3 . 7-- 
>5 780 - 780 -- 780. 0 +- 3. 7+- 
--780(780 -- 0) + 3.7--780 . 790 +- 2] - 
-+56200 +- 2. 
ऐसे गृुणन की अन्य विधि और भी सरल है: 
783 . 787 -- (785 -.- 2)(785 -+ 2) -- 785? -.- 4 - 662285 -.- 4+- 
++0[622] 
इस उदाहरण में हमें।संख्या 785 का वर्ग निकालना पड़ा है। 
5 से झंत होने वाली संख्याओं का वर्ग निकालने के लिये निम्न 
विधि अत्यंत सुविधाजनक हैं: 
385. 3.4--]2. उत्तर: [225. 
654: 6-75८"-42. उत्तर: 4225. 
782; 7.-.8--56. उत्तर: 5625. 
नियम यही है कि दहाई की संख्या में उससे इकाई अधिक की 
संख्या से गुणा करते हैं और गुणुनफल के साथ (अंत में ) 28 लिख 
देते हैं। ऐे 
विधि का आधार निम्न हैं। यदि दहाई के स्थान पर संख्या: 6 है 
तो पूरी संख्या को निम्न रूप में व्यक्त कर सकते हैं: 
]046-+-5 
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दुपद के वर्ग की तरह ही इस द्वपद का वर्ग होगा: 
00622 -|- 008 -- 28 5-5 ।002(6 --  )-+ 25. 

व्यंजन ८(८ -- ) ही दहाई की संख्या और उससे इकाई अभ्रधिक की 
संख्या का गृणन है। किसी संख्या को 00 से गुणा करके उसमें 25 
जोड़ने का मतलब यही हुआ कि उस संख्या के अंत में 25 लिख दिया 
गया है। 

इसी विधि से पूर्णांक और कु से बनी संख्याओं का वर्ग निकालने 
की विधि सामने आती है। उदाहरणार्थ : 


(3 हज 53 0905 06 5 7 /# 
9, 4 
(7 | हे [72 मन (8 ह - --72__- आदि। 


ग्रक !, 5 और 6 


शायद आप सबों ने ध्यान दिया होगा कि इकाई या पंजे से अंत 
होने वाली संख्याओं को आपस में गुणा करने पर उसी अंक से अंत 
होने वाली संख्या मिलती है। लेकिन यह बहुत कम लोग जानते होंगे 
कि यह बात अंक 6 के साथ भी है। इसीलिये तो छक्के से अंत होने 
वाली संख्या का कोई भी घात छकक्‍के से ही समाप्त होता है। 
उदाहरण : 462--2][6; 46? -- 97 336 
“ मंक [,5 तथा 6 की इस रोचक विशेषता को बीजगणितीय 
विधियों से सिद्ध किया जा सकता है। यहां हम 6 के लिये देखेंगे। 
छक्के से अंत होने वाली संख्याएं निम्न रूप में व्यक्त हो सकती हैं: 
]0०--6, 00--6 ग्रादि, 
जहां 4 व 8 कोई पूर्ण संख्याएं हैं। 
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ऐसी दो संख्याओं का गृणनफल होगा: 
0020 4-608 4604 --36--0(020 -- 60 -+-64)+ 30 -| 6 5- 


--0(]040 -60 +.68--3) -- 6. 


जैसा कि हम देख रहे हैं, गुणनफल दहलों की एक संख्या 
(।0०8 +- 68 -|- 68 -- 3) और 6 से मिलकर बनी है, जो जाहिर है कि 
अंत में 6 ही होगा। 

यही विधि | श्लौर 5 के लिये सिद्ध करने में भी प्रयुक्त हो सकती 


है। 
इन बातों के ग्राधार पर हम कह सकते हैं कि ( उदाहरण के 
लिये ) 
386%० के अंत में 6 है, 


8]5 72 के अंत में 5 है, 
49]77०2 के अंत में | है, झादि। 


संख्याएं 28 शोर 76 

इस तरह की दो-अंकी संख्याएं भी हैं, जिनमें संख्या |, 5, 6, जैसे 

ही गुण होते हैं। ये हैं संख्या 25 और-बहुर्तों को विश्वास नहीं 

होगा ,- संख्या 706, श्रर्थात्‌ 76 से समाप्त होने वाली किन्‍्हीं दो 
संख्याओं का गुणनफल 76 से ही समाप्त होगा। 

इसे सिद्ध करते हैं। ऐसी संख्याओं के लिये व्यापक व्यंजन हैं: 
]00०--76, 4008--76 ग्रादि। 

इस तरह की दो संख्याओं को गुणा करने पर मिलेगा: 
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]000040 -|- 70000 -| 70008 -+ 5776 -- 
-5 [000040 --76000-- 7600०-- 5700-+-76 +< 
-+ ]00(]0060--7608 -- 766 --57) 76. 


बात सिद्ध हो गयी: गृणनफल एक ऐसी संख्या है, जिसका अंत 
76 से होता है। 

इससे निष्कषें निकलता है कि 76 से अंत होने वाली किसी संख्या 
का कोई भी घात एक वैसी ही संख्या है: 


376*--4]376, 5763--9]02976 आदि। 


अ्रनंत  संख्याएं | 


अंकों की अधिक लंबी लड़ियां भी हैं, जो किन्हीं संख्याञ्रों के 
अंत में होने पर उनके गृणबफल में भी सुरक्षित रहती हैं। अंकों की 
ऐसी लड़ियों की संख्या, जैसा कि हम सिद्ध करेंगे, अश्रनंत है। 

यह गुण रखने वाली दो अंकों की लड़ियों से हम परिचित हैं+- 
ये हैं 27 और 76। तीन अंकों की ऐसी लड़ी ढूंढ़ने के लिये संख्या 
25 यां 76 के आरंभ में ऐसा अंक लिखना चाहिये कि प्राप्त होने 
वाली तीन अंकों की लड़ी में भी विचाराधीन गुण उपस्थित हो। 

संख्या 76 के आरंभ में कोनसा अंक लिखा जाये? इसे #£ से 
द्योतित करते हैं। तब इष्ट तीन-अंकी संख्या का रूप होगा: 


]00/--76. 
ऐसी लड़ी से अंत होने वाली संख्याओं के व्यापक व्यंजन होंगे: 
0000-+00/--76, 40000+00/--76 ग्रादि। 
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इस तरह की दो संख्याओं का गुणनफल होगा: 


| 000 000०0 -|- ।00 0006/2-+- ।00 0000/ -|- 70 0004 -+ 
76 0009 --0 000/*--5 200#-- 85776. 


इस व्यंजन में अंतिम दो पदों को छोड़कर बाकी सभी के अंत: 
में कम से कम तीन शून्य जरूर हैं। इसलिये गुणनफल के अंत में 
]00/ --76 होगा, यदि अंतर 
5200/ .4- 5776 -- (00/--76) -5 500/ -!- 5700 - 
5000/-[ .8000--00(#--7) 
संख्या [000 से विभाज्य है। स्पष्ट है कि यह तभी संभव है, 
जब /# "3 है। 
इस प्रकार, अश्रंकों की इष्ट लड़ी का रूप 376 है। इसीलिये संख्या 
376 का कोई भी घात 376 से ही अंत होता है। उदाहरणार्थ : 
376*-- [4] 376. 
अ्रब॒ यदि इसी गुण से संपन्न चार अंकों की. लड़ी ढूंड़ना चाहेंगे , 
तो हमें 376 के आरंभ में एक और अंक लिखना होगा। इस अंक 
को / से द्योतित करके हमें निम्न प्रश्न हल करना होगा: / का मान 
क्या हो कि गुणनफल 
(।0 000० -+- 000/-- 376)(0 0000 +। 000/--376) 
के अंत में 000-- 376 हो? 
यदि इस गणन में कोष्ठक तोड़े जायें ओर 4 या अधिक शून्यों 
से समाप्त होने वाले सभी पदों को हटा दिया जाये, तो निम्न पद 
बच जायेंगे : 


782 000/-+-4376. 
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गृुणनफल के अंत में 000/ + 376 होगा, यदि अंतर 


752 000/-+- 4] 376 -- ( 000/-- 376) --75] 000/-- 4] 000 
--(750 000/--40 000) +- 000(/+) 


संख्या ।0 000 से विभाज्य है। स्पष्ट है कि यह सिर्फ /--9 की स्थिति , 
में संभव है। ! 

चार अंकों की इष्ट लड़ी 9376 है। 

इसके आरंभ में एक और अंक लिखकर पाँच अंकों की लड़ी प्राप्त 
कर सकते हैं, पर इसके लिये ऊपर के विचार-क्रम का अनुसरण करनां 
पड़ेगा। हमें 09376 मिलेगा। अगली बार अंकों की लड़ी 09 376 
मिलेगी, फिर 7]09376 मिलेगा, आदि। 

बायीं ओर अंक लिखते जाने का सिलसिला अनंत बार चलाया जा 
सकता है। फलस्वरूप हमें “संख्या ' मिलेगी, जिसमें अनंत अंक होंगे: 

. 7 09 376. 

इस तरह की संख्याओं को सामान्य नियमों के अनुसार जोड़ा और 
घटाया जा सकता है, क्‍योंकि ये दायें से बायें लिखी जाती हैं और ।| 
इन्हें ऊपर-नीचे लिखकर जोड़ने की क्रिया भी दायें से बायीं ओर चलती 
है। अतः: ऐसी दो संख्याओं के जोड़ और घटाव में एक के बाद एक 
ग्रनंत अंक कलित किये जा सकते हैं। 

दिलचस्प यह है कि ऊपर लिखी श्रनंत 'संख्या' भी समीकरण 

58 8 

को संतुष्ट करती है, यद्यपि यह असंभव लगता है। लेकिन सचमुच ही 
इस संख्या का वर्ग (स्वयं से गुणा ) 76 से अंत होने वाली संख्या 
है, क्योंकि हर संगुणक के श्रंत में 76 है; इसी कारणवश लिखी 
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गयी संख्या के वर्ग के अंत में 376 होता है, 9376 होता है, 
ग्रादि। यदि दूसरी तरह कहें, तो ४-. . . 7 09 376 होने पर “संख्या ' 
४2 के एक-एक अंक कलित करते जाने पर हम वे ही अंक प्राप्त 
करेंगे, जो < में होंगे, क्योंकि ४2--« है। 

हमने अ्रंकों की ऐसी लड़ियां देखीं, जो 76 से अंत होती हैं। 
यदि उपरोक्त विचारक्रम 5 से अंत होने वाली लड़ियों के लिये लागू 
किया जाये, तो हमें अंकों की निम्न लड़ियां मिलेंगी : 


5, 25, 625, 0625, 90625, 890 625, 2890 625 ग्रादि। 
परिणामस्वरूप हम निम्न भ्रनंत 'संख्या' लिख सकेंगे : 
»- 2890 625, 


जो समीकरण “--» को संतुष्ट करती है। सिद्ध किया जा सकता 
है कि यह भ्रनंत 'संख्या' निम्न के बराबर है: 


(5१) 
प्राप्त रोचक परिणाम अनंत “संख्याझ्रों ' की भाषा में निम्न प्रकार 
से व्यक्त की जा सकती है: समीकरण »“--.४ के ( सामान्य ४-0 
भ्रौर ४5-5] के अतिरिक्त ) दो अनंत' हल हैं: 


!) ध्यान दें कि दो श्रेणियों का अंक भी ऊपर दिये गये विचार- 
क्रम से प्राप्त हो सकता है: यह प्रश्न हल करना काफी रहेगा कि 
अ्रंक 6 के पहले कौनसा अंक लिखा जाये कि इससे प्राप्त दो श्रेणियों 
वाले अंक में भी विचाराधीन गुण मौजूद हो। इसीलिये 6 के पहले 
एक-एक अंक ढूंढ़ते हुए भी संख्या ...7 09 376 प्राप्त कीं जा सकती है। 
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४->... 7 09 376 और ४--.,.. 2890 625. 


प्र्य हल ( दशभ्‌ गणना-प्रणाली में ) नहीं हैं।”” 


एक प्राचीन लोक-प्रश्न 


एक बार की बात है, दो मवेशी-पालकों ने बलों का अपना साम्‌- 
हिक झुंड बेच दिया; हर बेल के लिये इतने रूबल मिले, जितने 
बेल उस झुंड में थे। प्राप्त धनराशि से उन्होंने 0 रूबल प्रति भेड़ 
की दर से भेड़ों का एक झुंड श्रोर एक मेमना खरीदा। झंंड को आधा- 
ग्राधा बांटने पर एक मवेशी-पालक को एक भेड़ अधिक भिला ; दूसरे 
ते मेमना ले लिया। बराबरी के लिये पहले वाले ने दूसरे को कुछ 
पूरे रूबल दिये। कितने दिये? 


हल 


प्रश्ज बीजगणितीय भाषा ” में सीधे नहीं व्यक्त होता /» इसके 
लिये समीकरण नहीं बनाया जा सकता । इसे खास ढंग से, या यूं 
कहें कि स्वतंत्र गणितीय मनन से हल करना पड़ेगा। पर यहां भी 
बीजगणित महत्त्वपूर्ण रूप से अंकगणित की सहायता करता है। 


2 झमंत संख्याएं' सिर्फ दशभू प्रणाली में ही नहीं, श्रन्य गणना- 
प्रणालियों में भी मिल सकती हैं। श्राधार # वाली विचाराधीन गणना 
प्रणाली में ऐसी संख्याओं को /-ऐडिक संख्याएं कहते हैं। 
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खरीदे गये झुंड की कीमत ( रूबलों में ) एक पूर्ण वर्ग है, क्‍योंकि 
वह # खरूबल प्रति बैल की दर से & बैल बेचने पर प्राप्त धन से 
खरीदा गया है। एक मवेशी-पालक को एक भेड़ अधिक मिला है, 
भ्रतः भेड़ों की संख्या विषम है और इसीलिये /#££ में दशकों की संख्या 
भी विषम है ( भेड़ दस-दस रूबल में खरीदे गये हैं)। फिर इकाई 
के स्थान पर कौनसा अंक है? 

सिद्ध किया जा सकता है कि यदि पूर्ण वर्ग में दहलों (या दशकों , 
दस-दस इकाइयों के समाहारों ) की संख्या विषम है, तो इकाई के 
स्थान पर सिर्फ अंक 6 हो सकता है। 

सचमुच , ८ दशकों और 8 इकाइयों से बनी संख्या का पूर्ण वर्ग, 
प्रर्थात (02 -- 7) बराबर होगा 


0022-4-2066 - 82-- ([042--220) - 0-- 0. 


इसमें दशकों की संख्या 0८? -- 268 है, लेकिन 8४* में भी दशकों 
की कोई संख्या जरूर होगी। 06* -- 240 में 2 से भाग दिया जा 
सकता है, ञझत: यह एक सम संख्या है। इसीलिये (06 -|- ४)? में 
उपस्थित दशकों की संख्या तभी विषम हो सकती है जब 8 में उपस्थित 
दशकों की संख्या भी विषम होगी। याद करें कि 8४? क्‍या है। यह 
इकाइयों की संख्या का वर्ग है, अर्थात्‌ निम्न 0 संख्याओ्रों में से कोई 
एक है: 

0, |, 4, 9, 6, 25, 36, 49, 64, 8. 


इनके बीच दशकों की विषम संख्या सिफं 6 और 30 में है, 
और ये दोनों ही 6 से अंत होते हैं। श्रतः पूर्ण वर्ग 
]002“-- 20०8 |- 8* 
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में दशकों की संख्या विषम तभी हो सकती है, यदि उसके अत्त में 
0 है। 

ग्रब प्रश्न का उत्तर सरलतापूर्वक दिया जा सकता है। स्पष्ट 
है कि मेमने की कीमत 6 रूबल थी । जिस मवेशी पालक को मेमना मिला , 
उसे दूसरे से 4 रूबल कम मिला। अतः बराबरी के लिये उसे और 2 
रूबल मिलने थे। 

अतिरिक्त भेड़ वाले ने मेमने वाले को 2 रूबल दिये। 


!] से विभाज्यता 


बीजगणित उन लक्षणों को ढूंढने का काम बहुत हल्का कर देता 
है, जिनकी सहायता से बिना भाग दिये निर्धारित किया जा सकता है 
कि कोई संख्या किसी दी हुई संख्या से बिना शेष विभाजित होती है 
या नहीं। 2,3,4,5,6,8,9,0 से (बिना शेष ) विभाज्यता के लक्षण 
सभी जानते हैं। यहां !] से विभाज्यता के लक्षण ज्ञात करते हैं; 
यह सरल भी है और व्यावहारिक भी। 

मान लें कि बहु-अंकी संख्या // में इकाइयों की सरुंख्या ८ है, 
दहाइयों की संख्या 8 है, सैकड़ों की संख्या ८ है, हजारों की संख्या 
4 है, आदि। 


।४७-०--।00--- ।00८-+- ।000-- ...55०-+-0(8 -- 0८-)- ।004 -- ...), 


जहां बिन्दु आगे की श्रेणियों का योगफल द्योतित करते हैं। संख्या /रं 
में से ग्यारह की उत्वतें संख्या (श्रर्थात्‌ ग्यारह गुनी बड़ी संख्या ) 
](0 -- 00 -- 006 -|- ...). घटाते हैं। सरलता से देख सकते 
हैं कि इनके अंतर 


4--०-- 0(०--04--...) 
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में ।| से भाग देने पर शेष उतना ही मिलेगा, जितना /४ में भाग 


देने पर। इस अंतर में ग्यारह का उत्वतें [(07-+08+ ...). 


जोड़ने पर जो संख्या 
4 -- 87+-2८+0(४+ ...) 


मिलेगी, उसमें भी |] से भाग देने पर उतना ही शेंष मिलेगा, 
जितना ४ में भाग देने पर। इसमें से ]। का उत्वते (४+ ...) 
घटाते हैं श्रौर इस तरह की प्रक्रिया जारी रखते हैं, जिसके फलस्वरूप 
निम्न संबड्या मिलेगी: 


4--8 ८ -- 4-|- ....5-(४-+-८+ ...) -- (0+ 4+ ...), 


जिसमें ]] से भाग देने पर उतना ही शेष बचेगा, जितना / में 
[] से भाग देने पर। 

इससे किसी संख्या की !] से विभाज्यता का निम्न लक्षण निष्पा- 
दित होता है: इकाई की ओर से विषम श्रेणियों के अंकों को अलग 
से जोड़िये और सम श्रेणियों के अंकों को अ्रलग से जोड़िये ; दोनों 
योगफलों का अंतर यदि शून्य है या ! की कोई उत्वतें संख्या (धन 
या ऋण ) है, तो विचाराधीन संख्या संख्या !! से विभाज्य है; 
विपरीत स्थिति में विचाराधीन संख्या को !] से बिना शेष विभाजित 
नहीं किया जा सकता। 

उदाहरण के लिये संख्या 87635064 की जाँच की जाये: 


8--6--8--65-5"25, 
7--3--0-+-4--4, 
25 -- 4-- [. 


इसका मतलब हे कि प्रत्त संख्या ] से विभाज्य है। 


24 


|] से विभाज्यता का एक और लक्षण है, जो कम लंबी संख्याग्रो 
के लिये सुविधाजनक है: विचाराधीन संख्या में दायें से बायें दो-दो 
भ्रंक अलग करते हुए उनके ग्रुप बनाते हैं श्रौर ग्रूपों की संख्याओ्रों को 
जोड़ते हैं। यदि योगफल संख्या !! से बिना शेष विभाजित होता है, 
तो विचाराधीन संख्या भी |!! से बिना शेष विभाज्य है, श्रन्यथा 
नहीं । उदाहरणार्थ, मान ले कि संख्या 528 की जाँच करनी है। संख्या 
को लकीर से दो ग्रुपों में बॉँट लेते हैं (5/28) और दोनों को 
जोड़ते हैं: 

5-28 -- 33 


चूँकि संख्या 33 संख्या |] से बिना शेष विभाजित होती है, 
ग्रतः संख्या 528 भी [| का उतल्ते है: 


928 : ]] -- 486. 
विभाज्यता के इस लक्षण को सिद्ध करते हैं: बहु-अंकी संख्या ऐं 
में से दो-दो अंकों को अलग करते हैं, जिससे दो-दो (या एक ) ”? अंक 
वाली संख्याएं मिलती हैं। इन संख्याप्रों को (दायें से बायें ) वर्ण 
4, 8, ८ आदि से द्योतित करते हैं, शभ्रतः संख्या // को निम्न रूप में 
लिखा सकता है: 
४-०--000 -|-0 0002--... --० -- 00(98 -- 002-+-...). 


' में से [] की उत्बतें संख्या 99(9-- 002 +- ...) घटाते हैं। 
प्राप्त संख्या 


0 यदि संख्या ४ में अंकों की संख्या विषम है तो श्रंतिम ( सबसे 
बायें ) ग्रुप में सिफ एक अंक की संख्या मिलेगी। इसके अतिरिक्त 
भंकों के 03 जेसे श्रुप को भी एक अंक की संख्या 3 माननी चाहिये। 
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4--(0--4000-|- ...)-:४-- ०४ -+-00(८-|- ...) 


में ]! से भाग देने पर उतना ही शेष मिलता है, जितना (४ में भाग 
देने पर। इस संख्या में से ।] का उत्वतें 99(०८--...) घटाते 
हैं। यह प्रक्रिया जारी रखते हुए हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते हैं कि !| 
से ४ में भाग देने पर वही शेष मिलता है, जो निम्न संख्या में भाग 
देने से : 

०--89--८-+-... 


कार का नंबर 


अनिल ननिसकला-+ ० 


प्रश्न 


सड़क पर गणित के तीन छात्र घूम रहे थे। अचानक उन्होंने 
देखा कि एक कार का ड्राइवर कोई दुर्घटना करके भाग गया। कार 
का (चार-अंकी ) नंबर किसी को याद न रहा, पर चूंकि तीनों 
छात्र गणितज्ञ थे, उनमें से प्रत्येक ने इस चार-अंकी संख्या की एक-एक 
विशेषता देख ली थी। एक छात्र को याद आया कि प्रथम दो अंक 
एक जैसे थे। दूसरे ने याद किया कि अंतिम दो अंक भी समान थे। 
अंत में तीसरे ने बताया कि चार अंकों की यह संख्या एक पूर्ण वर्ग 
थी । क्या इन सूचनाओं. के आधार पर झ्ाप कार का नंबर बता सकते हैं ? 


हल 


इष्ट संख्या के प्रथम (और दूसरे ) अंक को 6 से द्योतित करते 
हैं, तीसरे (और चौथे ) को -8 से। तब पूरी संख्या होगी 
]0002--002--00 --0--002-+-9 --  (00०-- 0) . 
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यह संख्या || से विभाज्य है, पर पूर्ण वर्ग होने के नाते इसे 
[|2 से भी विभाजित होना चाहिये। अन्यत:, संख्या [004 + 8 
भी [|] से विभाज्य है। !! से विभाज्यता के दोनों लक्षणों में से 
कोई भी आजमाकर देख लें, पता चलेगा कि संख्या 6-89 भी !] से 
विभाज्य है। लेकिन इसका मतलब है कि 

4--9--, 

क्योंकि हर अंक 6, / दस से कम है। 

चुंकि संख्या एक पूर्ण वर्ग है, इसलिये इसका अंतिम अंक 8 निम्न 
में से कोई एक हो सकता है: 


0,,4,8,6,9. 
इसलिये अंक ८८(]]-- 82) के निम्न मान संभव हैं: 
[|, ]0, 7, 6, 5, 2. 
प्रथम दो मान बेकार हैं, अ्रतः निम्न संभावनाएं बचती हैं: 


श्ह्डि #, 
0555 05: आह 59 
85८50, 4८-८5; 
09०59, ६८-०८ 


ग्रतः: कार का नंबर निम्न चार संख्याओं के बीच ढंढ़नी चाहिये 
7744, 6655, 5566, 2299, 
इनमें से अंतिम तीन संख्याएं पूर्ण वर्ग नहीं हैं: संख्या 6655 
संख्या 5 से विभाज्य है, पर 25 से नहीं ; संख्या 5566 संख्या 2 से 
विभाज्य है, पर 4 से नहीं ; संख्या 2299--2] .]9 भी वरगं नहीं 


423 


है। बचती है सिर्फ एक संख्या: 7744-88? ; प्रश्न का हल यही 
है। 
9 से विभाज्यता 

]9 से विभाज्यता का निम्न लक्षण सिद्ध करें। 

9 से संख्या बिना शेष तभी वि जजित होती है, जब उसमें 
दशकों की संख्या और इकाइयों की दुगुनी संख्या का योगफल संख्या 
]9 का उत्बते होता है। 

हल 
किसी भी संख्या ४४ को 
।४५५-।0..+-४ 
के रूप में लिखा जा सकता है, जहां < उसमें दहाई की संख्या नहीं , 
बल्कि दशकों की कुल संख्या है; # इकाइयों की संख्या है। हमें सिद्ध 
करना है कि // तभी व9 का उत्वतें हो सकता है, जब 
४ -- ४-20 
भी 9 का उत्वतं होता है। इसके लिये ४” में 0 से गुणा करते 
हैं और इस गुणनफल में से ४ घटाते हैं: 
0//( --- ॥/--0(४-- 20) --(402 + ४) 55 99. 
इससे स्पष्ट है कि यदि /४ उत्बतें है 9 का, तो 
४-- 0//' -- 99 
भी 9 से बिना शेष विभाजित होता है; और विलोम : यदि ४ संख्या 9 
से बिना शेष विभाजिंत होता है, तो 
]00/7 --/४--99 
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भी 9 का उत्वतं है; और इससे स्पष्ट है कि ४ भी 9 से बिना 
णेष विभाजित होता है। 
मान लें कि हमें संख्या 4704588] की जाँच करनी है कि वह 
|9 से विभाज्य है या नहीं। 
उपरोक्त लक्षण क्रमबद्ध रूप से आजमाते जायें: 
4704588 | | 
न--2 
।7045|90 
न॑-8 
4706 |3 
-+-0 


चूंकि ]9 से 9 बिना शेष विभाजित होता है, इसलिये संख्याएं 
57, 475, 472, 47063, 470459, 4704 590, 47 045 88] 


भी 9 की उत्बतें हैं। 
ग्रत: प्रत्त संख्या 9 से विभाज्य है। 


सोफिया जेमेंन का साध्य 
विख्यात फ्रांसीसी गणितज्ञ सोफिया जेर्मेन द्वारा प्रस्तावित एक 
प्रश्न है: 
]27 


सिद्ध करें कि ८ --- 4 प्रकार की कोई भी संख्या एक गृणज संख्या 
होगी (यदि ८5£] है)। 


हल 


प्रमाण निम्न रूपांतरण से निष्पन्न होता है: 


०7 -|-4 --८4 -- 46? -|- 4 ---- 482-- (४? -|- 2)7 --- 44? -- 
-्+(4२--2)* -- (26) -- (ध2-|- 2 --- 20) (४२ -- 2 -|- 20). 


इस तरह हम देखते हैं कि संख्या ४! -|- 4 को दो गुणनखंडों के 
गुणन के रूप में प्रस्तुत किया जा सकता है, जो उसके (७१ --4 के) 
ग्रथवा इकाई के”? बराबर नहीं हैं। श्रन्य शब्दों में, प्रत्त संख्या गुणज 


है। 


गुणज संख्याएं 


ऐसी पूर्ण संख्या, जो स्वयं या इकाई के सिवा किसी अन्य पूर्ण 
संख्या से बिना शेष विभाजित नहीं होती, रूढ़ संख्या कहलाती है। 
रूढ़ संख्याओं की संख्या अनंत है। 

इनको शुरूआत संख्या 2, 3, 5, 7, ॥4, 3, 47, 9, 23, 
29, 3], ... से होती है, पर इस क्रम का अंत नहीं हो सकता। गृणज 
संख्याओं के बीच घुस-घुस कर रूढ़ संख्याएं नेसर्गिक संख्या-क्रम को 


इकाई के बराबर नहीं है, क्योंकि 
42 -- 2-20 5-- (62 --- 24-- ] ) + | 5-(४ --- )7-|-  +£ [ , 
यदि 65७£. 
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कमोवेश रूप से गुणज संख्याओ्रों की लंबी पंक्तियों में बाँट देती हैं। 
ये पंक्तियां कितनी लंबी होती हैं? क्‍या ऐसी भी पंक्ति हो सकती है 
जिसमें , उदाहरणार्थ, एक के बाद एक लगातार एक हजार गृणज 
संख्याएं मोजद हों, उनके बीच एक भी रूढ़ संख्या नहीं हो? 

बात असंभव-सी लगती है, पर यह सिद्ध किया जा सकता है कि 
रूढ़ संख्याओं के बीच गुणज संख्याओं की किसी भी लंबाई की पंक्ति 
प्राप्त हो सकती है; ऐसी पंक्तियों की लंबाइयों पर कोई रोक नहीं 
है: वे एक हजार गृणज संख्याओं की भी हो सकती हैं, एक लाख 
मगर एक करोड़ आझादि की भी। 

सुविधा के लिये हम एक प्रतीक ४! (पढ़ें: क्रमगुणित एन ) 
का उपयोग करेंगे जिसका अर्थ है | से & तक की सभी संख्याश्रों 
का गुणनफल। उदाहरणार्थ, 5!5"-:2-3.4.85,. 

यहां हम सिद्ध करेंगे कि £ लगातार पूर्ण संख्याओ्रों के क्रम 
[७ )!+2|, [(+)!+3], [/-+-)।+4]|, ...७+)!+#7+| 
में सभी संख्याएं गुणज हैं । 

ये संख्याएं एक के बाद एक क्रम से आती हैं क्‍योंकि हर संख्या 


पिछली से | अधिक है। सिद्ध करना है कि ये सभी गुणज हैं। 
प्रथम संख्या 


((-+-)!-+-25"-] - 2 -. 3. 4-5 -6:7. ... - (-+-)+2 


सम है, क्योंकि इसके दोनों योज्य पदों में गुणनखंड 2 है। 2 से बड़ी 
कोई भी सम संख्या एक ग्रुणज संख्या है। 
दूसरी संख्या 
(४-+-)।-+-3-5 - 2: 3.4. 5. ... : (॥-+-)+-3 
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भी दो पदों का योगफल है, जिनमें से प्रत्येक में संख्या 3 गुणनखंड 
के रूप में उपस्थित है, भ्रतः: यह संख्या भी गृणज है। 
तीसरी संख्या 
(४॥-)!--45"-] - 2. 3.4 .85.... - (॥--)+4 


संख्या 4 से बिना शेष विभाज्य है, क्‍योंकि इसके दोनों पद 4 के 
उत्वतं हैं। 
इसी तरह अगली संख्या 
(४-+-)!-- 8 
के बारे में भी सिद्ध किया जा सकता है कि वह 5 की उत्बतं है। 
ग्रन्य शब्दों में, हमारे क्रम की हर संख्या में स्वयं और इकाई के अति- 
रिक्त एक अन्य गृणनखंड भी मौजूद है, भ्रत: क्रम की हर संख्या 


गुणज है। 
उदाहरणतया, यदि आप पाँच लगातार गृणज संख्याएं लिखना 


चाहते हैं, तो ऊपर के क्रम में # की जगह 5. रख लें। आपको निम्न 
क्रम मिलेगा : 
722, 723, 724, 725, 726, 
पर यह पाँच लगातार गुणज संख्याग्रों का एकमात्र क्रम नहीं है। 

अन्य क्रम भी हैं, उदाहरणार्थ 

62, 63, 64, 65, 66. 
या इनसे भी छोटी संख्याओ्रों का क्रम है: 

24, 25, 26, 27, 28, 


अ्रब निम्न प्रश्न हल करें: 
दस लगातार गृणज संख्याएं लिखें। 
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हल 
उपरोक्त बातों के आधार पर कह सकते हैं कि पहली संख्या 
निम्न होगी : 
].2.3.4....-0-  --2-- 39 86 802. 
ग्रत: इष्ट संख्या-क्रम निम्न हो सकती है: 
39 86 802, 398]6 803, 3986 804, आदि। 
पर इनसे कहीं छोटी दस गुणज संख्याओं का भी लगातार क्रम 


संभव है। यथा, दूसरे सकड़े में ही दस नहीं, तेरह लगातार गृणज 
संख्याओं का क्रम मिलता है: 


]!4, 5, व6, ]7, ...,, 26. 
रूढू संख्याश्रों को संख्या 
गुणज संख्याओं के बड़े से बड़े क्रम का अस्तित्व देखते हुए यह 
संदेह होने लगता है कि रूढ़ संख्याओ्रों की संख्या अनंत हो भी सकती 
है या नहीं। इसलिये यहां रूढ़ संख्याओ्रों के क्रम की अंतहीनता सिद्ध 
करना अनुचित नहीं रहेगा। 
यह प्रमाण प्राचीन यूनानी गणितज्ञ युक्लिड ने अपनी विख्यात 
कृति “मीमांसा में दिया था। यह “विपरीत से सिद्धि” प्रकार का 
प्रमाण है। मान लें कि रूढ़ संख्याओ्रों का क्रम सांत है और अंतिम 
रूढ़ संख्या ४ है। निम्न गुणनफल प्राप्त करते हैं: 
].2.3.4.5.6.7.... . ४+-|४! 
श्ौर इसमें । जोड़ते हैं: 
(४|--. द 
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पूर्ण संख्या होने के नाते इस संख्या में कम से कम एक रूढ़ गणन- 
खंड जरूर होना चाहिये, श्रर्थात्‌ इसे कम से कम एक रूढ़ संख्या 
से अवश्य ही विभाज्य होना चाहिये। पर मान्यता के अनुसार 
कोई भी रूढ़ संख्या // से अधिक नहीं हो सकती। दूसरी ओर 
से, संख्या //! --[ बिना शेष न तो ४४ से विभाज्य है, न /४ 
से किसी छोटी संख्या से ही, क्योंकि हर बार शेष | अवश्य ही बचेगा। 

अतः: यह नहीं मानना चाहिये कि रूढ़ संख्याश्रों का क्रम सांत 
है: ऐसी मान्यता से अंतविरोध उत्पन्न होता है। अभ्रतः नैसर्गिक संख्या- 
क्रम में लगातार गुणज संख्याओं की कितनी भी बड़ी लड़ी क्‍यों न मिलें , 
हम कह सकते हैं कि उसके बाद भी रूढ़ संख्याओ्रों के अभ्रनंत समूह हैं। 


ज्ञात महत्तम रूढ़. संख्या 


विश्वास रखना कि रूढ़ संख्याएं यथेष्ट बड़ी हो सकती हैं, - एक 
बात है और यह जानना कि वे कितनी बड़ी-बड़ी हैं- बिल्कुल दूसरी 
बात है। नैसर्गिक संख्या रूढ़ है या नहीं, यह जानने के लिये उतना 
ही भ्रधिक कलन करना पड़ेगा, जितनी बड़ी वह स्वयं होगी। सबसे 
बड़ी संख्या , जिसे हम आज रूढ़ के रूप में जानते हैं, निम्न है: 
52287 कि ] तर 
इस संख्या में दशभू गणना-प्रणाली के कोई सात सौ अंक हैं। 


जिन कलनों द्वारा इसको रूढ़ता निर्धारित हुई है, वे आ्राधुनिक 
कलनक मशीनों से संपन्न किये गये थे (दे० अध्याय |, 2)। 


जिम्मेदारी का हिसाब 


कभी-कभी ऐसी अंकगणितीय संक्रियाएं मिलती हैं, जो बीजगणितीय 
विधियों के बिना सरल नहीं होतीं। यथा : 
432 


3 


| 
[ --ठ6ठ6666666 


( ऐसा कलन यह देखने के लिये किया जाता है कि विद्युचुंबकीय 
(रंगों की तुलना में अत्यल्प वेगों से गतिमान पिंडों के साथ वास्ता 
पड़ने पर तकनीक सापेक्षता-सिद्धांत की यांत्रिकी की उपेक्षा करके वेग- 
संयोजन के पुराने नियमों का उपयोग कर सकती है या नहीं। पुरानी 
यांत्रिकी के अनुसार समान दिशा में दो वेगों ०. व ०, के अधीन गतिमान 
पिंड का वेग (० +०,) किलोमीटर प्रति सेकेंड होता है। नये सिद्धांत 
के अनुसार पिंड का वेग होना चाहिये 


77०» किलोमीटर प्रति सेकेंड, 
-- 772 
(ड 
जहां ८ निर्वात में प्रकाश-वेग 300 000 |0॥/$ है। विशेषकर , एक ही 
दिशा में | [॥/5 के बराबर दो वेगों के अधीन गतिमान पिंड का वेग 
पुराने नियम के अनुसार 2 |(/5 होता है और नये नियम के अनुसार ठीक - 


बल्ले क तल लत किलोमीटर प्रति सेकेंड । 


| + उठहठठत्ठठ 

दोनों परिणाम कितने भिन्न हैं? क्‍या दोनों का अंतर आज के 
सूक्म्तम उपकरणों से भी नापा जा सकता है या नहीं ? इसी महत्त्व- 
पूर्ण प्रश्न का उत्तर ढूंढ़ने के लिये उपरोक्त संक्रियाएं संपन्न करनी हैं। ) 

यह कलन हम दो प्रकार से संपन्न करेंगे: पहले साधारण अंक- 
गणितीय विधि से, फिर बीजगणितीय विधि से। झागे दिये गये अंकों 
की लंबी कतार पर एक नजर डालना ही काफी रहेगा, जिससे आप 
बीजगणितीय विधि के लाभ समझ जायेंगे। 
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पहले हम अपने बहुमंजिले भिन्न को थोड़ा खरूपांतरित करते हैं: 


2 __80000000000 
यू  __. 90006766 


590000606660 
झ्रब हर में अंश से भाग की किया संपन्न करते है: 


460 000 000 000 90 000 000 00] 


90 000 000 00] | .999 999 999 977... ... 
89 999 999 9990 
8] 000 000 0009 
8999 999 998 0 
8 ]00 000 000 09 
899 990 998 0 0 
8]0 000 000 009 
899 999 980 00 
80 000 000 009 
899999 800 00 
8]0 000 000 009 
899 998 000 00 
80 000 000009 
899 980 000 00 
8]0 000 000 009 
899 800 000 00 
8]0 000 000 009 
898 000 000 00 
8]0 000 000 009 
880 000 000 00 
-8].0 000 000 009 
700 000 000 00 
6530 000 000 007 
70 000 000 003. 
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कलन , ज॑सा आप देख रहे हैं, कठिन और श्रमसाध्य है, इसमें 
गलती होने की भी संभावना कम नहीं है। पर प्रश्न हल करने के 
लिये यह जानना जरूरी है कि किस स्थान पर नहलों का क्रम समाप्त 
होता है और ग्रन्य अंकों का क्रम शुरू होता है। 

शभ्रब॒ तुलना करें कि बीजगणित कितनी सरलता से यह कलन संपन्न 
करता है। इसके लिये वह निम्न संन्निकक समता का उपयोग करता 
है: यदि ८ बहुत छोटा अंश है, तो 


कि 
[--6 


८४ [| -- ६, 


जहां चिन्ह “४ का अर्थ है- लगभग बराबर । 
इस बात की सत्यता जाँचना बहुत आसान है : भाज्य | को भाजक भ्रोर 
भागफल के गृुणन के बराबर लिखते हैं: 


।5--(-4)(| -- ०), 


अर्थात 


| -- | --- 5, 


चंकि ८ बहुत ही नन्‍्हा भिन्न है ( उदाहरणार्थ , 0.00। ), इसलिये 
८* झ्रौर भी नन्‍्हा भिन्न होगा (0.000 00]) और इसकी उपेक्षा की 


जा सकती है। 
। 
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इन बातों का कलन में उपयोग करने पर :?? - 


2 :-+ 2 :>०2(--0.] ... . 020- 


। 0 अमन _[ 
गा 90000000000 | गा 0. ]0१0 


 +-2-- 0.0000000000222 ... -- ] .9999999999777 ... 


हमें पहले जैसा ही परिणाम मिलता है, पर अधिक सरल विधि 
से। 

( पाठकों को शायद दिलचस्पी होगी कि यांत्निकी के क्षेत्र से ली 
गयी इस समस्या के हल का महत्त्व क्या है। यह परिणाम दिखाता है कि 
प्रकाश-वेग की तुलना में बहुत छोटा होने के कारण वेग- 
संयोजन के पुराने नियम से विचलन व्यवहारत: उपेध्य रहता है: 
[//7/$ जेसे बड़े वेग के लिये भी विचाराधीन संख्या के ग्यारहवें 
अंक से ही उसका प्रभाव शुरू होता है, जबकि साधारण तकनीक में 
4--6 अंकों से ही काम चलाया जाता है। इसलिये हम पूर्ण अधिकार 
के साथ कह सकते हैं कि प्रकाश-वेग की तुलना में धीमा चलने वाले 
पिंडों से संबंधित तकनीकी कलनों पर आइंस्टाइन की नयी यांत्रिकी 
व्यवहारत: कोई प्रभाव नहीं डालती। पर आधुनिक जीवन में एक 
ऐसा भी क्षेत्र है, जिसमें इस निष्कर्ष का उपयोग बहुत सावधानी के 
साथ करनी चाहिये ॥। बात अंतरिक्ष-यात्रा की है। श्रभी हम स्पृतनिक 
झऔर यानों का वेग 0/#/|$ तक बढ़ा चुके हैं। इस स्थिति में आईं- 
स्‍्टाइन की यांत्रिकी और क्लासिकल यांत्रिकी का फर्क नवें अंक से 


!) आगे हम लोग निम्न' सन्निकक समता का उपयोग करेंगे : 


4 #>व्व्कत सन--«__--० 
जज 4(| -- ५). 
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प्रभाव डालना शुरू कर देगा। और अरब वह दिन भी दूर नहीं है, 
जब वेग और भी बढ़ाया जा सकेगा। 


ब- + अजित -+-+_++-- 


बिना बोजगणित के श्रोर भी श्रासान 


बीजगणित अंकगणित को महत्त्वपूर्ण सहायताएं पहुँचाता है, पर 
ऐसी स्थितियां भी कम नहीं हैं, जब बीजगणित सिर्फ अनावश्यक जटि- 
लताएं ही उत्पन्न करता है। गणित के सच्चे ज्ञान का यही तो भ्रथ्थे 
है कि गणितीय साधनों का उपयोग सबसे सीधा और विश्वस्त हल 
द॑ सके ; इसमें यह नहीं सोचना चाहिये कि हल की विधि अंकगणि- 
तीय है या बीजगणितीय या ज्यामितिक, आदि। इसीलिये यहां एक 
ऐसा प्रएणन भी देखना निरर्थंक नहीं होगा, जिसमें बीजगणित का उपयोग 
हलकरत्ता को चपकर में ही डालेगा, उसकी सहायता नहीं करेगा। 
निम्न भ्रश्त एस दृष्टिकोण से ग्त्यंत शिक्षाप्रद है: 


ऐसी प्रत्पत।॥ सम्या ढंढियगे, जिसमें 


2 गे भाग देने पर शेष |[ मिलता है 


6८ ८ € ८ ८ 2 ८ ८ 
| 6८६ ८ 46. ८ ८ न्‍ ८ ८ 
, ८ ८ ८ ८ ८ | «८... ८ 


() ६6६ «८ / () ८ 


6८५ «८ (७५ ७६ 0 ८ 


हल 


यह सवाल जबानी पूछा गया था: “आप इसे कंसे हल करेंगे ? 
इसमें इतने सारे समीकरण हैं कि उनसे पिंड छुड़ाना मुश्किल हो जा- 
येगा “| 

प्रशश बहुत आसानी से हल होता है, इसके लिये किसी भी समी- 
करण , किसी भी बीजगणित की आवश्यकता नहीं है,-यह सरल 
झंकगणितीय विचारों से हल हो जाता है। 

यदि इष्ट संख्या में इकाई जोड़ दी जाये, तो क्या होगा ? प्राप्त 
संख्या में 2 से भाग देने पर शेष |--[८"-2 आयेगा, अ्र्थात्‌ प्राप्त 
संख्या 2 से बिना शेष विभाजित हो जायेगी। इन्हीं कारणों से वह 
3, 4, 5, 6, 7, 8 और 9 से भी पूर्णतया विभाज्य है। ऐसी अल्पतम संख्या 
है 9.8.7.5--2520, अतः इष्ट संख्या इससे एक कम, अर्थात्‌ 
259 है। उत्तर सही है या नहीं, इसकी जाँच आप स्वयं कर ले 
सकते हैं। 


ग्रध्याय 4 


देशोफांत के समीकरण 


स्वेटर की खरीद 


अश्न 


ग्रापको दृकान में खरीदे गये स्वेटर का दाम 9 रूबल चुकाना है। 
प्राप के पास सिर्फ तिनरूबलिया नोट है और दृकानदार के पास सिर्फ 
पाँचरूबलिया हैं। क्‍या ऐसी स्थिति में स्वेटर नगद खरीदा जा सकता 
है? यदि हां, तो किस प्रकार? 

प्रश्न का सार यही है कि आप दृकानदार को तीन-तीन रूबल के 
कितने नोट दें कि वह आपको पाँच-पाँच रूबल के कुछ नोट वापस 
करते हुए अ्रपने 9 रूबल प्राप्त कर ले। प्रश्न में दो अज्ञात राशि- 
यां हैं-तिनरूबलियों की संख्या »& (जो आप देंगे) और 
पेंचरूबलियों की संख्या ४ (जो दृकानदार आपको देगा )। पर समी- 
करण एक हों बने सकता है: 


3.-- 89 --9. 


दो अज्ञात राशियों वाले एक समीकरण के श्रनंत हल होते हैं, 
पर यहां यह स्पष्ट नहीं है कि हलों में एक भी ऐसा »<, ४ है या 
नहीं, जो घनात्मक और पूर्ण हो (याद करें कि » और ४ नोटों 
की संख्याएं हैं)। इसीलिये बीजगणित ने ऐसे 'अनिश्चित ' समीकरणों 
के हल की विधियां भी विकसित की हैं। इसका श्रेय प्राचीन यूनानी 
गणितज्ञ देश्रोफांत को. है, इसीलिये इन समीकरणों को देञश्रोफांती 
समीकरण ' कहते हैं। 
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हल 


ऊपर दिये गये उदाहरण से हम दिखायेंगे कि इस तरह के समी- 
करण कंसे हल किये जाते हैं। 
समीकरण 
3// --- 5#5८-9 


से ४ और ४ के मान ज्ञात करने हैं; इतना पता है कि » और 
9 पूर्ण और धनात्मक संख्याएं हैं। 
कम संगुणक बाली अज्ञात राशि, श्रर्थात्‌ 3./ को श्रलग करते हैं: 


3४5८ 9-- 52, 
जिससे 


__[9+०5४ _ |-20 
्य्कः  ++0-:४+ बज जा 


चुंकि ४, 0 और ४ पूर्ण संख्याएं हैं, इसलिये समिका तभी संभव है, 
जब - 5 भी पूर्ण संख्या होगी। इसे वर्ण / से द्योतित करें। तब 


४-50 न । न [ १ 


जहां 


__ |-2४ 
है 55 व्‌ क 
ग्रौर इसीलिये 
3/-|--20/, 2४8--3/ -- . 
अंतिम समीकरण से ४ निर्धारित करते हैं: 
न -- है. ० 
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सूंकि # और /£ पूर्ण संख्याएं हैं, इसलिये न को भी पूर्ण संख्या 
(मान लें, / ) होना चाहिये। अतः 
॥5-/--7॥, 
जिसमे ॥, सा है; 
| ११२ 
2//-7 औझौर /5"52,+. 
भान /--2, -- । पिछले समीकरणों में रखने पर : 
95-/-१7, 5- (27, +)--/, "55, --, 
४>50--/++56--(3, +)--(2/+-) 5-58 -+-87.. 
इस प्रकार हमें « और ४ के लिये व्यंजन मिलते हैं: 


|| # / 0] +:95/, 
संख्याएं ४ बा | जानते हैं कि सिर्फ पूर्ण ही नहीं हैं 
धनात्मक भी हैं रा अधिक हैं। अ्रत 


सच कहें, तो हमने अभी इतना ही सिद्ध किया है कि 
समीकरण 3४--595--9 के किसी भी पूर्णसांख्यक हल का रूप है 
४-58 -- 5, ४5८व -+ 3, जहां /, कोई पूर्ण संख्या है। विलोम 
(अर्थात्‌ यह कि किसी भी पूर्ण 8 से हम प्रत्त समीकरण का पूर्ण- 
सांख्यिक हल ही प्राप्त करेंगे ) अभी सिद्ध नहीं किया गया है। लेकिन 
इसकी सच्चाई सरलतापूर्वक जाँची जा सकती है; इसके लिये उलटे 
विचार-क्रम का अनुसरण किया जा सकता है, या आरंभिक समीकरण 
में ४ और ४ के ये मान बैठाकर देखा जा सकता है। 


कु 3। 


8-|-5//:>0, 
]--%,>>0. 


इन श्रसमिकाओं से ज्ञात होता है: 
57772--8 और //>-- 
3..>--] और />>-- 


राशि /, पर यही रोक है: उसे -- कि से (और इहसीलिये -- नह 
से भी ) बड़ा होना चाहिये। पर चूंकि /, कोई पूर्ण संख्या है, इस- 
लिये हम निष्कर्ष निकालते हैं कि इसके सिर्फ निम्न मान संभव हैं. 


४-0, ।, 2, 3, 4, ... 


४ और ४ के तदनुरूप मान निम्न होंगे: 


४5-58 --57, 5-8, 3, 8, 23, ... 
५7---37,55, 4, 7, 0, . . 


अब हम बता सकते हैं कि मूल्य किस तरह चुकाना चाहिये : 
या तो आप 8 तिनरूबलिया देते हैं और दृकानदार आपको एक 
पेंचखछबलिया वापस करता है: 
8.-3--55--9, 


या आप ॥3 तिनरूबलिया देते हैं और 4 पंचरूबलिया वापस 
पाते हैं: 
]3 .3--- 4. 5--9, 
आदि । 
सिद्धांत: प्रश्न के अ्रनंत हल हैं, पर व्यवहार में हलों की संख्या 
बहुत सीमित है, क्‍योंकि अ्रनंत संख्या में नोट न तो आ्लापके पास होंगे, 
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।+ दृकानदार के ही पास। यदि, उदाहरणार्थ , हरेक के पास दस-दस 
पट ही हैं, तो चुकता सिफ एक विधि से संभव है: 8 तिनरूबलिया 
देना और 5 रूबल वापस लेना। जेसा हम देख रहे हैं, अनिश्चित 
समीकरण भी व्यवहारत: बिल्कुल निश्चित हल दे सकते हैं। 

ग्रब॒ हम पाठकों को अभ्यास के लिये इस प्रश्न का एक अन्य रूप 
४ल करने की सलाह देते हैं: स्वेटर ऐसी स्थिति में खरीदना है, 
जब आपके पास सिर्फ पँॉचरूबलिया नोट हैं और दृकानदार के पास- 
सिर्फ तिनरूबलिया। परिणामस्वरूप आपको निम्न हल मिलेंगे: 


30550; 6, | 4, «4 
7/252,  , ।2, 5६६ 
सचमुच ही, 
5.-5-- 2 . 3--9, 
8.5---7- 3--9, 
] -. 5-- 2.3 -- 9, 


ये परिणाम हम मूल प्रश्न के तैयार समाधान से भी प्राप्त कर सकते 
हैं; इसके लिये सिर्फ सरल बीजगणितीय विधियों का उपयोग करना 
पड़ता है। चूंकि पेंचरूबलिया देने और तिनरूबलिया लेने का वही अर्थ 
है, जो ऋण पेंचरूबलिया लेने! और “ऋण तिनरूबलिया देने का, 
इसलिये नये रूप में भी प्रश्न उसी समीकरण से हल हो सकता है, 
जिसे. हमने मूल प्रश्न के लिये बनाया था: 


3४ -- 895+-9, 


लेकिन अ्रब शत्त दूसरी है: ४ और ४ ऋणात्मक संख्याएं हैं। इसलिये 


समीकरणों 
४558-+9,, #४८++<%, 
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में ४<<:0 तथा ४<0 मानकर ज्ञात करते हैं कि 


8---5/ < 0, +3, < 0, 
इसलिये 


8 
5 कर 


/(5--- 2, -> 3, --4 आदि रखकर पिछले सूत्र से « तथा ४ के निम्न 
मान प्राप्त कर सकते हैं: 

ला 

चन --+ 2, --- 7, -- !2, 

455 ४55 5, --- 8, -- . 

हलों के प्रथम युग्य ४5----2, #5---5 का अर्थ है कि खरीददार 

' ऋण 2 तिनरूबलिया देता है” और “ऋण 5 पचरूबलिया वापस पाता 
है , अर्थात्‌ ( सामान्य भाषा में ) वह 5 पँचरूबलिया से कीमत श्रदा 
करता है और स्वेटर के साथ 2 तिनरूबलिया वापस पाता है। अन्य 
हलों का भी अर्थ इसी तरह निकाला जा सकता है। 


दृकान का लेखा-निरीक्षण 


दूकान के बही-खाते का निरीक्षण करते वक्‍त एक जगह लिखावट 
पर स्याही की बूंदें फैली हुई थीं, जिसका रूप इस प्रकार था: 


7य्तरा। 
दाम , मीटर 


सिल्क का 


१9 रू. $%को- प्रति मीटर की टर से # २₹-(१४ कौ - 
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समझना मुश्किल था कि कितना मीटर सिल्क बिका था, पर इसमें 
कोई शक नहीं था कि यह पूर्ण संख्या ही थी, भिन्न नहीं ; बिक्री से 
प्राप्त राशि में भी सिर्फ अंतिम तीन अंक स्पष्ट थे, पर साथ-साथ 
यह भी निर्धारित कर लिया गया कि उनके पहले कोई और भी तीन 
प्रंक थे। 

क्या इन चिन्हों के आधार पर निरीक्षक पूरी लिखावट का पुनरुद्धार 
फर सराकते हैं? 

हल 

मीटरों की संख्या & से द्योतित करते हैं। बिक्री से हाथ आयी 

राशि कोपेकों में होगी 
4936:. 


बिक्री की राशि में स्याही से तीन अ्स्पष्ट अंकों की संख्या को ४ 
से द्योतित करते हैं। जाहिर है कि यह हजारों की संख्या बताती है, 
ग्रत:ः कुल राशि कोपेकों मैं निम्न व्यंजन से व्यक्त होगी: 

] 000॥-|-728. 
समीकरण प्राप्त होता है: 
4 936४-- (0000 | 728, 
या 8 से काटने पर: 
0]7:-- |20॥ 09. 

इस समीकरण में ४ और ४ पूर्ण राख्याएं हैं और ४ का मान 999 
से अधिक नहीं हो सकता क्‍योंकि वह तीन अंकों से अग्रधिक का नहीं है। 
पमीकरण पिछले प्रश्न की भाँति हल करते हैं: 

259/-672 --- 0] 


855&-+ पर त८68४-+ 20 -5585४-- +2 
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( गहां हमने क्र नत5-- न लिया है क्‍योंकि हमारे लिये यथासंभव 
कम शेष रखना अधिक सुविधाजनक होगा। व्यंजन 

2(7-4.2 

बछ् 
एक पूर्ण संख्या है और चूँकि 2 को 25 से विभाजित नहीं किया जा 


सकता , इसलिये नि, को भी एक पूर्ण संख्या होना चाहिये, 


जिसे हम / से द्योतित करते हैं। ) 


अब समीकरण 
]7--4%४ --- [| 
55 
से 
7- 4८--25/, 
४5२4 -- 37+- 774 -- 3/--;, 
जहां 
]-- 
[चर न 
है, श्रतः 
4/, 5 | -- ४; 
#जत -- 4/,; 
४5 5]286/] -- 27 
9४--57/, -- 347, 


)) ध्यान -दें कि // के संगुणक आरंभिक समीकरण 67४-- 
--25४5-9] में » तथा ४ के संगुणकों के बराबर हैं; सिर्फ /, के 
एक संग्रणक का चिन्ह विपरीत है। यह संयोग की बात नहीं है; हम 
सिद्ध कर सकते हैं कि जब भी » और ४2 के संगुणक परस्पर रूढ़ 
होंगे, परिणाम इसी तरह का मिलेगा। 
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हग जानते हैं कि 
00 < ४ << । 000. 


३९॥ . 
]00 <_ 67, -- 34 << 000, 


| ॥/भे 


234 |]34 
ले हक गज, अवुिज 6]7 


शपष्ट है कि 7; का सिर्फ एक मान संभव है: 


।6 कं 
४7-98, ४--483, 


_ धर्थात्‌ 98 मीटर बेचा गया था, जिससे 4837 रूबल 28 कोपेक 
गिल थे। लिखावट स्पष्ट हो गयी। 


डाक-टिकटों को खरीद 
प्रश्न 
एक रूबल (अर्थात 00 कोपेक ) में एक कोपेक के, 4 कोपेक 


4 शोर 2 कोपेक के कुल 40 डाक-टिकट खरीदने हैं। हर कीमत 
वाले टिकटों की संख्या बतायें। 


ह्‌ल 
हरा स्थिति में हमें तीन अज्ञात राशियों वाले दो समीकरण मिलेंगे : 
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४ौ--4४--225--00, 
४-४ ४*- 40, 


जहां & एक कोपेक के डाक-टिकटों की संख्या है, ४-- चार कोपेक के , 
मगर 2-बारह कोपेक के। 
प्रथम समीकरण में से दूसरे को घटाने पर हमें दो पअज्ञात राशियों 
वाला एक समीकरण प्राप्त होगा: 
39--2--60. 
/ ज्ञात करते हैं: 
95520 -- ] : -5- 


स्पष्ट है कि तह एक पूर्ण संख्या है; इसे / से द्योतित करते हैं। 
मिलता है: 
॥4-- 20 -- 4 |/, 
2--30/. 
9 और 2 के व्यंजनों को मूल समीकरणों में से दूसरे में रखने पर : 
४-20 --- /---3 -- 40; 
जिससे 
४--20--8/, 
चूंकि ४>>0, ४-20, 2-20, इसलिये / के मान निर्धारित करना 
कठिन नहीं रह जाता: 


9 
05४ [-५ 


जिससे निष्कर्ष निकलता है कि #£ के सिफ्फ दो मान (पूर्ण संख्याओं 
में ) सं" 
/-50 और #5"-. 
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४, ४, 2 के तदनुरूप मान निम्न होंगे: 


/- | 0 | 

20 28 ५४ 
*-| 20.--20. 4-0. 2-- 00, 
५ - का हि 28 .-)-9 . 4---3 - |2--00. 
2 सन 0 3 


इस प्रकार, डाक-टिकटों की ख़रीद दो प्रकार से संभव है ( लेकिन 
यदि यह शत्ते रखी जाये कि हर कीमत का कम से कम एक डाक-टिकट 
जरूर खरीदा जाये, तो सिर्फ एक प्रकार से संभव है)। 

भ्रगला प्रश्न भी इसी तरह का है। 


कलों की खरोद 
प्रश्न 


5 रूबल में 00 विभिन्न फल खरीदे गये हैं, जिनकी कीमतें 
निम्न हैं: 


प्रति तरबूज . -. - «< «< «: 50 कोपेक 
४ सेब, « - -, «. + |0 ६ 
४4 आल्चा., - « «< «* * | ६ 


कोनसा फल कितना खरीदा गया है? 
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हल 


तरबूजों की संख्या » से, सेबों की ४ से और भ्रालूचा की 2 से 
चोतित करके दो समीकरण बनाते हैं: 


| 50./+-0॥४-+425"-500, 
४ न-/ +-४5८-00. 


प्रथम समीकरण में से दूसरा समीकरण घटाकर दो श्रज्ञात राशियों वाला 
एक समीकरण प्राप्त करते हैं: 


49.2--9/--400. 
थ्रागे की चालें निम्न हैं: 
45-72 +44 -- 5४+ - 6-44 -- 5४+-%, 
[-- कक , >&जू | -- 9, 
४-44 -- 5(] -- 90 --4/--39 --49/; 


असमिका | --9/ 220 तथा 39 -- 49 >>0 से निर्धारित करते हैं कि 


| 39 
छल ल्लेए पढ़ 

और इससे निष्कर्ष निकलता है कि /5"-50 है। श्रतः 
४-२], #/55४७9. 


४ और ४2 के ये मान तीसरे समीकरण में रखने पर: 25८"500. 
इस प्रकार, खरीदा गया: | तरबूज, 39 सेब और 60 झआलूचा। 


अन्य संचय संभव नहीं हैं। 
50 


जन्म-दिन ताड़ना 
प्रश्न 


ग्रनेश्चित समीकरण हल करना आने पर श्राप निम्न गणितीय जादू 
दिखा सकते हैं। 

आ्राप अपने मित्र से कहते हैं कि वह अपने जन्मदिन की तारीख में 
2 से गुणा करे और महीने की क्रमसंख्या में 3) से गुणा करे। वह 
आ्रापको दोनों गुणनफलों का योगफल बताता है और झाप इसके आधार 
पर उसका जन्मदिन बता देते हैं। 

जैसे , यदि आपके मित्र का जन्म 9 फरवरी को हुआ था, तो वह 
निम्न संक्रियाएं संपन्न करता है: 


9.]2--08, 2:-3]--62, 
08-|-62-- 70. 


ग्राखिरी परिणाम [70 वह झ्ापको बता देता है और झ्राप उसका 
जन्मदिन ज्ञात कर लेते हैं। कैसे ? 


हल 
प्रश्न में अनिश्चित समीकरण 
2४-- 3]॥/-- 70 


हल करना पड़ता है, जिसमें »£ तथा ४ पूर्ण संख्याएं हैं और तारीख 
४ का मात्र 3] से अधिक नहीं है, महीने की क्रमसंख्या # का मान 
!2 से अधिक नहीं है। 
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रे पा --]4-- 3//-- बा मल ]4 -- 3/-[, 


2--5॥/5-2/, 


__ -2+27/ _०/ ०, '-- _०/ __ 
547 7 व्लशिलल 5 तय  +5्ूऔ 5 2 


[--/--57,, /---- 5/,, 
४--2( --- 58.) -- 2, - >2-- 2/,, 
४--4 -- 32 -- 2/,) --] -- 50; --9--3/.. 
चूंकि 3] >>2->>0 तथा 2/>2/7> 0, इसलिये /, की सीमाएं 
हैं: 


] 
ह' 


9 


ठा + 5 


ग्रतः: /[550, ४5८59, ४८-2. 

जन्मदिन दूसरे महीने की नवीं तारीख , श्रर्थात्‌ 9 फरवरी है। 

एक दूसरा हल भी प्रस्तुत किया जा सकता है, जिसमें समीकरण 
की आवश्यकता नहीं है। आपको संख्या ४--2.८ -- 3]॥ बताया गया 
है। चूंकि 2:: |- 249 संख्या 2 से विभाज्य है, इसलिये 7४ और 
८ में 2 से भाग देने पर समान शेष भिलेगा। दोनों में 7 से गुणा 
करने पर गुणनफल क्रमश: 492 और 76 मिलेंगे ; इनमें भी 2 से 
भाग देने पर समान शेष मिलेंगे। लेकिन 49/-48॥ -- # और 48५9 
संख्या !2 से विभाज्य है, अतः ४ और 76 में |2 से भाग देने पर 
समान शेष मिलेंगे । श्रन्य शब्दों में, यदि ८ संख्या 2 से अविभाज्य 
है, तो # का मान 76 में 2 से भाग देने पर प्राप्त शेष के बराबर 
होगा ; यदि ० संख्या 2 से विभाज्य है, तो ४--]2 है। इस तरह 
संख्या / ( महीने की क्रमसंख्या ) पूर्णतया निर्धारित हो जाती है।और 
४ जान लेने के बाद < का मान निकालना कठिन नहीं रह जाता। 

एक छोटी-सी सलाह है: 7० में 2 से भाग देकर शेष निकालने 
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के पहले 6 की जगह ० में |2 से भाग देने पर प्राप्त शेष का उपयोग 
कीजिये । जैसे , यदि 4--व70 है, तो आपको मन ही मन रिम्न कलन 
करने चाहियें : 
70--]2.4-+-2 (थ्रर्थात्‌ शेष 2 है); 
2.7-4; !4--2---2 (थ्रर्थात्‌ # 5-2) ; 


__ ]70--3५ __70--3 .2__08 _ हि 
3 अंजाम 4 


झब श्राप श्रपने मित्र को उसका जन्मदिन बता सकते हैं : 9 फरवरी । 

भ्रब सिद्ध करेंगे कि इस जादू में कभी गलती नहीं होती , श्रर्थात्‌ 
समीकरण का हल धनात्मक पूर्ण संख्या्रों में एकमात्र है। आपका मित्र 
जो संख्या बताता है, उसे ८ से द्योतित करें। श्रत: जन्मदिन बताने का 
ग्रथं है निम्न समीकरण हल करना: 


2,:-- 3॥/ -- ६. 


हम विपरीत से सिद्धि ” की विधि अपनायेंगे। मान लें कि धनात्मक 
पूर्ण संख्याओं में समीकरण के दो विविध हल हैं: 
४, 9 तथा 5,, ४, ; जहां ४, ४५ के मान 3 से अधिक नहीं हैं और 
9, #8 के मान 42 से अ्रधिक नहीं हैं। भरत: 


]2.2,--39, >>, 
2.2, +3॥/,5- 4. 


प्रथम समीकरण में से दूसरा घटाने पर: 
2(४, - 2५) + ० (७, -- ४) 5८0. 


इस सम।करण से निष्कर्ष निकंलंता है कि संख्या 2(2, --,) संख्या 3] से 
विभाज्य है। चूंकि &,, ४५ धनात्मक संख्याएं हैं, जिनके मान 3] से अधिक 
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नहीं हो सकते, इसलिये उनके अंतर (४/--2,) का मान 3! से कम 
ही होगा। इसलिये संख्या [2(४, --,) संख्या 3) से तभी विभाजित 
हो सकती है, जब ४;5-४, होगा , श्रर्थात्‌ जब दोनों हल संपात करेंगे। 
इस प्रकार, दो विविध हलों का अस्तित्व मानने पर परस्पर विरोधी 
निष्कर्ष मिलते हैं। 


मुर्गियों को बिक्रो 
एक पुराना प्रश्न 


तीन बहनें मुरगियां बेचने के लिये बाजार झ्रायीं। एक के पास 0 
मुर्गियां थीं, दूसरी के पास 6 और तीसरी के पास 26 मुर्गियां थीं। 
दोपहर तक तीनों ने समान मूल्य पर अपनी कुछ मुग्गियां बेचीं। दोपहर 
के बाद इस डर से कि सारी मुर्गियां नहीं बिक पायेंगी, उन्होंने दाम 
कम कर दिया और शाम तक पुनः समान मूल्य पर बाकी मुर्गियां भी 
बेच दीं। घर लौटीं तो बेचने से उनके पास समान धन-राशियां थीं: 
हर बहन को 35 रूबल मिले थे। 

दोपहर के पहले और बाद के पूल्य बतायें। 


हले 


दोपहर तक हर बहन की बिकी मुर्गियों की संख्याओं को क्रमश: 
४, 9, 2 से द्योतित करते हैं। दोपहर के बाद उन्होंने क्रमश: (0 --- ४), 
(।6-- ४), (26--2») मुर्गियां बेचीं। दोपहर के पहले का मूल्य #7 
से और दोपहर के बाद का मूल्य £ से द्योतित करते हैं। स्पष्टता के 
लिये इन प्रतीकों को सारणीबद्ध कर लेते हैं: 
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बिकी मुर्गियों की संख्या 


दोपहर तक 2 


9 2 #7 


दोपहर के बाद ]0-- ४ 


]6 -- ४ 260 --- 2 


पहली बहन को मिला 
॥#॥:--॥ ((0-- ४), भ्रत: ॥४--770 --- 2) -- 35; 
दूसरी को 
॥79/--/॥(46 --- 9), भ्रत: ॥४-+-/४6 -- ॥) -- 38; 
तीसरी को 
॥#2--726 -- 2), ब्रत:ः #2+-/४26 --- 2) 5-35 - 


तीनों समीकरणों को रूपांतरित करने पर: 


(४४ -- /)9--06/॥ -- 35, 


(#४7--/70)%-+-0/75"- 35, 
(॥7-- /४)2--260 5-35. 


तीसरे समीकरण में से क्रमशः पहले तथा दूसरे को घटाने पर: 


] (॥0 --- ॥7) (2 --- ४) -600 5-0 
(77 -- !१)(2 --- ४)-+-[0/5-0. 


(#॥8 --- ॥)(४४ --- 2) 5-5 6/, 
| (॥7 --- ॥)(/ --- 2) 55 0/7. 
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इनमें से प्रथम समीकरण को दूसरे से विभाजित करने पर: 


$--2 8 ४-2 __ ४2 
"बा ॥ आर अं |आ जआ 


चूंकि 4, 9, ४ पूर्ण संख्याएं हैं, इसलिये अंतर ४--2, ४--2 भी पूर्ण 
संख्याएं हैं। इसलिये समिका 


के अस्तित्व के लिये श्रावश्यक है कि ४--2 संख्या 8 से विभाज्य हो 
भश्रौर /--2 संख्या 5 से विभाज्य हो। शअ्रतः 


४ौ-2 _+__ #ट 
8 ॥ 


जिससे 


४--2--8/, 
45 2-- 8 


ध्यान दें कि / सिफं पूर्ण संख्या ही नहीं है, वह धनात्मक भी है, 
क्योंकि ४>>2 (अन्यथा पहली बहन को उतनी ही बिक्रय-राशि नहीं 
मिलती जितनी तीसरी को )। 

चुंकि ४<< 0, इसलिये 


2--8/ <_ 0. 


2 तथा #/ के पूर्ण और धनात्मक होने के कारण श्रंतिम श्रसमिका तभी 
संतुष्ट होती है, जब 2४55] और /55- होता है। ये मान समीकरण 


४>52--8#/ और ४८-2--5/ 
में रखने पर: ४5--9, ४४८७. 
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अरब हम आरंभिक समीकरणों 


॥77४--/॥(]0 --- 2) -- 35, 
770/--//(6 --- 9) 5535, 
॥772--7/26 --- 2) 5-३० 


में 2७, 8, ४ के मान रखकर मुर्गियों की कीमतें ज्ञात कर सकते हैं: 


8553 -.- स्बल, /5-- हर रूबल 


ग्रतः दोपहर तक एक मुर्गी का दाम 3 रूबल 78 कोपेक था, 
दोपहर के बाद | रूबल 258 कोपेक ( एक झूबल में सौ कोपेक होते हैं) । 


दो संख्याएं श्रोर चार संक्रियाएं 
प्रश्न 


पिछले प्रश्न को, जिसमें पाँच अज्ञात राशियों वाले तीन समीकरण 
मिले थे, हमने सामान्य नियम से नहीं, बल्कि स्वतंत्र गणितीय विचारों 
की सहायता से हल किया था। ठीक इसी तरह हम आ गे के प्रश्न हल 
करेंगे, जिनमें हमें दूसरे घात के श्रनिश्चित समीकरण प्राप्त होंगे। 

एक प्रश्न निम्न है। 

दो धनात्मक पूर्ण संख्याओं के साथ निम्न चार संक्रियाएं संपन्न 
की गयीं : 

) इन्हें जोड़ा गया; 

2) बड़ी में से छोटी को घटाया गया; 

3) आपस में गृणा किया गया; 

4) बड़ी में छोटी से भाग दिया गया। 
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चारों परिणामों को जोड़ने पर 243 मिला। कौनसी संख्याएं थीं 
दोनों ? 


हल 
यदि बड़ी संख्या ४ है और छोटी ७9, तो 
(४-४)+(४ -- 8) प+2#+-+ +-243. 


यदि इस समीकरण को ४ से गुणा करके कोष्ठक खोले जायें और 
समरूप पदों का जोड़-घर्टाव कर लिया जाये, तो प्राप्त होगा: 
४(29--#--)577243&. 
लेकिन 2४-४१ +- 5-(४ + )* है, इसलिये 
-- 2439 
(४-+)? 
४ पूर्ण संख्या हो, इसके लिये जरूरी है कि अंशनाम (४+- )* 
को संख्या: 243 का एक विभाजक (या गुणनखंड ) होना चाहिये , 
क्योंकि / और ४#:-] के एक जेसे संगणक (या समापवतंक ) नहीं 
हो सकते। साथ ही हम जानते हैं कि 243--3%*, शब्रत:ः 243 सिर्फ 
निम्न पूर्ण वर्गों से विभाज्य है: |, 32 और 9? से। इस प्रकार, 
(9-+-)? को ॥, 3» या 9* के बराबर होना चाहिये। इससे निष्कर्ष 
निकलता है कि (यदि यह स्मरण करें कि ४ को धनात्मक होना चा- 
हिये ) ४ बराबर 8 है या 2 है। 
तब < बराबर है 


243 8 2432 
बन्द यो उतलतु के। 


इस प्रकार, इष्ट संख्याएं हैं: 27 और 8 या 54 और 2। 
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कीोनसा भ्रायत 
प्रश्न 


भ्रायत की भुजाएं पूर्ण संख्यांत्रों से व्यक्त होती हैं। वे कितनी लंबी 
है + श्रायत की परिमिति सांख्यिक रूप से उसके क्षेत्रफल के बराबर 
४) गाये ? 


हल 


ग्रायत की भुजाड्ों को & तथा ४ से द्योतित करके समीकरण 
बनाते हैं: 
2.--2॥/--5॥॥, 


जिससे 
__ 29 
9 ड कु ठ ५ 


चूंकि तथा ४ को धनात्मक होना चाहिये , इसलियें संख्या ४--2 
को भी धनात्मक होना चाहिये , श्रर्थात्‌ # को 2 से भ्रधिक होना चाहिये । 
ग्रब॒ ध्यान दें कि 


चंकि » को पूर्ण संख्या होना चाहिये, इसलिये व्यंजन : ज्ह 
को भी पूर्ण संख्या होना चाहिये। लेकिन ४>>2 होने के कारण यह 
तभी संभव है, जब ४ कां मान 3, 4 या 6 के बराबर होगा। » के 
तदनुरूप मान 06, 4, 3 होंगे। 

इस प्रकार, इष्ट आकृति या तो श्रायत है, जिसकी भुजाएं 3 और 
65 हैं, या वर्ग है, जिसकी हर भुजा 4 है। 
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दो शअ्रंकों वाली दो संख्याएं 
प्रश्न 

संख्या 46 तथा 96 में एक रोचक विशेषता है: इनमें से प्रत्येक 
अंकों की आपसी जगहें बदल दी जायें, तो भी इनका गुणनफल पहले 
जेसा ही रहता है। 

सचमुच , 

46 .96--446--64 - 69, 

यह निर्धारित करना है कि दो अंकों वाली संख्याओं के और भी 
ऐसे युग्म हैं या नहीं, जिनमें इस तरह की विशेषता होती है। कंसे 
उन सबों को ढूंढ़ा जाये? 


हल 
दृष्ट संख्याप्रों के अंकों को & तथा ४, 2 तथा # से द्योतित करके 
समीकरण बनाते हैं: 
(0४--2)(02--7)55(09+-20(0/+-2)- 
कोष्ठक खोलकर सरल करने पर: 
>2-7-॥/, 
जहां ४», ४, 2, ४ पूर्ण संख्याएं हैं श्रोर सभी 0 से छोटी हैं। उत्तर 
ढूंढने के लिये 9 अंकों से प्राप्त होने वाले तुल्य गुणनफलों के सभी 
संभव युग्म लिख लेते हैं: 


[.-45-2-2 2-8--4-4 
].6--2.3 2.9--3.6 
].8-52-4 3.8--4:6 
| .9ल्‍-53:3 4.-9-"-6:6,. 
2-6८"-3- 4 


पुल 9 समिकाएं हैं। प्रत्येक से संख्याओं के एक या दो इष्ट युग्म 
प्राप्त हो सकते हैं। यथा, समिका | -4--2-2 से एक हल मिलता है: 


2 .42--2] - 24. 
समिका ]-6--2:3 से दो हल मिलते हैं: 
]2.63--2] .36, 43.62--3] - 26. 
एसी प्रकार अन्य 4 हल भी ज्ञात किये जा सकते हैं: 


!2.42--2] 24 23 .96--32 . 69 
[2.63--2] .36 24 - 63--42 - 36 
]2 .84--2] - 48 24 . 84--42 - 48 
3.62--3] 26 26 -93--62 - 39 
3 .93--3] .39 34 . 86--43 . 68 
]4 -.82--4 - 28 36. 84--63 . 48 
23 .64--32.46 46 -965--64 - 69 


पीथागोरसी संख्याएं 


विस्तृत समतल भूभागों पर परस्पर लंब रेखाएं खींचने के लिये 
भूसवेंक्षक एक बहुत ही शुद्ध और सुविधाजनक विधि का उपयोग करते 
हैं। मान लें कि रेखा ///४ के बिन्दु 4 पर लंब खींचना है (चित्र 4)। 
/ से 440॥ की ओर कोई दूरी ८ तीन बार नाप लेते हैं। फिर रस्सी 
में तीन गाँठ बाँध लेते हैं, जिनके बीच की दूरी 44 और 56 होती है। 
किनारे की गाँठों को बिन्दु 4 और 28 पर जड़ कर बीच वाली गाँठ 
को दूर ले जाते हुए रस्सी को तानते हैं। रस्सी एक त्रिभुज की आकृति 
में होगी, जिसमें कोण 4 एक समकोण के बराबर होगा। 
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यह विधि भत्यंत प्राचीन है, मिश्र के पिरामिड बनाने वाले भी 
इसी का उपयोग करते थे। विधि इस तथ्य पर आधारित है कि कोई 


हैं 84 ८६ -4 4 /#/ 


शक 


चित्र 4 


भी त्रिभुज, जिसकी भुजाएं 3:4:5 के श्रनुपात में होती हैं, विश्वविस्यात 
पीथागोरस के साध्य के अनुसार समकोण त्रिभुज ही होता है, क्योंकि 
39-]-4१-- 5, 
3, 4, 5 के अतिरिक्त भी धनात्मक पूर्ण संख्याओं ०, 0, ० की 
भ्रनंत संचियां हैं, जो निम्न संबंध को संतुष्ट कर सकती हैं ' 
42-[- 82-- ८९ 
इन्हें पीथागोरसी संख्याएं कहते हैं। पीथागोरस के साध्य के अश्ननुसार ऐसी 
संख्याएं किसी समकोण तव्रिभुज की भुजाओ्ों की लंबाइयां हो सकती हैं। 


इसीलिये 6 तथा 8 को संलंब कहते हैं ग्रोर ८ को कर्ण ' कहते हैं । 
स्पष्ट है कि यदि 6, 8, ८ पीथागोरसी संख्याओं का कोई तिगुट 
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0, तो /०, //€, /८ भी पीथागोरसी संख्याएं होंगी (/ पूर्ण संख्या 
+ भ्रराबर कोई गृुणक है)। विलोमत:, यदि पीथागोरसी संख्याओं 
१ कोई साविंक (सामूहिक ) गुणक है, तो इस सामूहिक गुणक को 
+।”ने पर पुनः पीथागोरसी संख्याएं प्राप्त होती हैं। इसीलिये हम सिर्फ 
५२पर रूढ़ पीथागोरसी संख्याओं के तिग्रुटों का भ्रन्वीक्षण करेंगे ( बाको 
(]० उनमें पूर्ण सांख्यिक गुणक £# से गुणा करने पर मिल जायेंगे )। 

यहां हम दिखायेंगे कि हर तिगुट 6, 8, ८ में से एक 'संलंब सम 
हागा और दूसरा-विषम। इसके लिये हम “विपरीत से सिद्धि की 
विधि श्रपनायेंगे। यदि दोनों ही 'संलंब ' सम होंगे, तो संख्या ०2 -- 8, 
ग्रोर इसीलिये कर्ण ” भी सम होगा। लेकिन तीन सम संख्याओं में एक 
साविंक गुणक 2 श्रवश्य होता है और यह हमारी इस मान्यता के प्रति- 
कल है कि ८, 8, ८ परस्पर रूढ़ संख्याएं हैं। इस प्रकार, संलंब 
५, 8 में से एक श्रवश्य ही विषम है। 

ग्रब एक और संभावना रह जाती है: दोनों ही “संलंब ” विषम हैं 
ग्रौर “कर्ण” सम है। ऐसा नहीं हो सकता-यह सिद्ध करना कठिन 
नहीं है। सचमुच: यदि संलंबों का रूप है: 


20--] झौर 2४--, 
तो इनके वर्गों का योगफल होगा: 
4.22--42---+-40/2--- 49५ -- ]--4(१--४--४१-- ४) +- 2, 


ग्र्थात्‌ं यंह एक ऐसी संख्या है, जिसमें 4 से भाग देने पर 2 शेष 
मिलेगा। लेकिन सम संख्या के वर्ग, की 4 से हमेशा ही बिना शेष 
विभाजित होना चाहिये। इसका मतलब हुआ कि दो विषम संख्याओं 
के वर्गों का योगफल किसी सम संख्या का वर्ग नहीं हो सकता ; अन्य 
शब्दों में, हमारी तीन संख्याएं पीथागोरसी नहीं हैं। 


63 


इस प्रकार, 'संलंब' ०, ४ में से एक सम है, दूसरा विषम है। 
इसीलिये संख्या ०? -|- 8ः विषम है, श्रर्थात्‌ ' कर्ण ” सदा विषम है। 
. स्पष्टता के लिये मान लेते हैं कि 'संलंब ' ८ विषम है और 8 सम 
है। समिका 
42-|- 92-- ८१ 
से सरलतापूर्वक निम्न संबंध प्राप्त कर सकते हैं: 
६2--८१ -.- 82-- (८-- 9)(८ -- 0). 


दायें पक्ष के गुणक ८--8४ तथा ८--8 परस्पर रूढ़ हैं। वास्तव 
में यदि इन संख्याओ्रों में इकाई से भिन्न कोई सरल सार्विक गृणक होता , 
तो इस गुणक से योगफल 
(०--०)-(०-- 9) 552८, 
भोर अंतर 
(०८--७) -- (0--- 9) -- 26, 
श्रौर गुणनफल 
(०--9)(८ --- 9) 55६१ 
भी विभाज्य होते, अर्थात्‌ संख्या 20, 28: तथा ८ में भी कोई साविक 
गुणक होता। चूंकि ८ विषम है, इसलिये यह साविंक गुणक दो से भिन्न 
होता, और इसीलिये संख्याएं 6, 2, ८ में भी यही साविंक गुणक है- 
ऐसा संभव नहीं है। प्राप्त अ्ंतविंरोध दिखाता है कि संख्याएं ८-+- ९? 
तथा ८--89 परस्पर रूढ़ हैं। 
, पर यदि परस्पर रूढ़ संख्याओं का गुणनफल एक पूर्ण वर्ग है, तो 
इनमें से प्रत्येक संख्या भी पूर्ण वर्ग है, भर्थात्‌ 
| ८--8--॥॥*, 


20-- 95--॥४“. 
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हस तंत्न को हल करने पर प्राप्त हीता है: 
_ ॥74--॥2 कल ॥72--.8 
2 ह 2 ह 
&2-- (2-|- 0) (८ --- 0)--77%7*, ६5--॥॥/. 


इस प्रकार, विचाराधीन पीथांगोरसी संख्याश्रों का रूप है: 


28___ /2 3... /8 
4+--॥07,.. 895८ जज हि टी टी ग 


जहां ॥/ तथा #£ कोई परस्पर रूढ़ विषम संख्याएं हैं। पाठक सरलतापूर्वक 
इसका विपरीत भी सिद्ध कर सकते हैं: सूत्र में ॥ और ४ की जगह 
कीई भी विषम संख्याएं रखने पर पीथागमोरसी संख्याएं 6, 8, ८ मिल 
जायेंगी । 

7 तथा # के भिन्न मान लेने पर प्राप्त होने वाले पीथागोरसी 


तिगुटों में से कुछ यहाँ दिये जा रहे हैं: 


॥7-- 3, ॥55] होने पर 32*-- 4९१-- 52 
॥77-- 58, ४55] होने पर 5*--]22-- 3» 
॥75- 7, ॥5-] होने पर 72-|-242--25/ 
॥7-- 9, ४55] होने पर 93-[-402-4[* 
॥7-२], ४--] होने पर ]9--602-6श 
॥#7-- 3, ॥5--] होने पर 32--842-- 852 


77-- 5, #४553 होने पर 5%-- 82- ]7? 
॥#7-- 7, ॥5-७3 होने पर 2]2--202-- 29? 
॥75--], #४"-3 होने पर 339-)-562--65* 
॥75-3, #४5८-53 होने पर 392-- 802-- 89० 
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॥75- 7, ॥559 होने पर 35%-| ]22-- 372 

॥7-- 9, ॥555 होने पर 45»--282-- 53% 

॥7--]], ४5-55 होने पर 55*--48%-- 73 

॥75-3, ४5-55 होने पर 652-]-722--97 
7 


77-- 9, 75-57 होने पर 639--]6*--659 
॥77--]!, ॥४5--7 होने पर 772-)-36*-- 85% 


( पीथागोरसी संख्याओं के बाकी तिगुट या तो सा्विक गुणक रखते 
हैं या सो से श्रधिक की संख्या रखते हैं।) 

पीथागोरसी संख्याप्रों में कई रोचक विशेषताएं देखने को मिलती 
हैं, जिन्हें हम बिना अ्रमाण के नीचे दे रहे हैं: 

8) एक 'संलंब” अवश्य ही तीन का उत्बतं होता है। 

2) एक “संलंब' अवश्य ही चार का उत्व्ं होता है। 

3) तीनों में से एक पीथागोरसी संख्या श्रवश्य ही पाँच की उत्तव्त 
होती है। का 

ऊपर उदाहरणस्वरूप दी गयी पीथागोरसी संख्याओं पर नजर दो- 
ड्राकर पाठक देख ले सकते हैं कि उनमें ये गुण हैं या नहीं। 


तीसरे घात का श्रनिश्चित समीकरण 


तीन पूर्ण संख्याओं के घनों का योगफल चोथी संख्या के धन के 
बराबर हो सकता है। उदाहरण के लिये, 3१ -|- 43 -|- 58--6? , 

इसका भ्र्थं है कि घन, जिसकी किनारी 6०॥ है, तीन घनों के 
योगफल के बराबर होता है, जिनकी किनारियां 3०, 4०॥ और 
527 हैं ( चित्र 79)। यह एक ऐसा संबंध है, जिसमें श्रफलातृन विशेष रुचि 
ले रहे थे। 
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भ्रब॒ इसी तरह के अन्य संबंध ढूंढने की कोशिश की जाये, श्रर्थात्‌ 
निम्न प्रश्न हल किया जाये: समीकरण -४१ -- ७१ -- 2--४* हल करें। 


चित्र 5 


लेकिन इसमें श्रज्ञात राशि ४ की जगह -/ रखना अधिक सुविधाजनक 
होगा ; इससे समीकरण का रूप होगा: 
४7+#+४--/5-0 

ग्रब॒ पूर्ण ( घनात्मक और ऋणात्मक ) संख्याओ्रों में इस समीकरण 
के हल की विधि देखें। मान लें कि 6, 8, ८, ६ तथा ०, 0, % 0- 
संख्याओं के दो चौगुट हैं, जो हमारे समीकरण को संतुष्ट करते हैं। 
दूसरे चौगुट की संख्याओ्रों में कोई संख्या £ से गुणा करके उन्हें प्रथम 
वौगुट की सानुरूप संख्याओं में जोड़ लेते हैं, संख्या £ इस तरह से 
चुनते हैं कि प्राप्त संख्याएं 

4+--#/०, 0-+-#0, ८+/#%,  4--/0 
भी हमारे समीकरण को संतुष्ट कर सकें। अन्य शब्दों में, £ इस 
प्रकार चुनते हैं कि निम्न समिका सही हो: 
(८ --/7००)*--(0-+-/0)*+-(०+-/१)१+-(४--/0)१५-0. 
ग्रब॒ कोष्ठक तोड़ते हैं। ध्यान दें कि चौगुट 6, 0, ०, 4 तथा 
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०, 3, %, 0 हमारे समीरूरण को संतुष्ट करते हैं, श्रर्थात्‌ निम्न 
समिकाएं सही हैं: 


4४ -]- 89 -|. ८०. 4९ -- 0, 6८0 -|- 33 (१०१ -|- 69 -- 0, 
झ्रत: कोष्ठक तोड़ने के बाद मिलेगा: 


32%८-|- 36/2८१-- 30% -|- 30/202 -|- 30%% -।- 3८/2*-|- 
+-34%6 -- 36/2262-- 0 
या 3/((४८८--४४) ८१ --०?6) --/(००?- /0?-[-0४*-[-402) | + 0 


गुणमफल तभी शून्य में परिणत हो सकता है, जब कम से कम एक गुणन- 
खंड शून्य हो। यहां दोनों गुणनखंडों को झ्लग-अलग शून्य के बराबर 
करके & के दो मान ज्ञात करते हैं। पहलः मान, /5"-0, हमारे लिये 
किसी काम का नहंहै, क्योंकि इसका मतलब है: यदि संख्याओों 
०, 8, ८, 4 में कुछ भी नहीं जोड़ा जाये, तो प्राप्त संख्याएं हमारे 
समीकरण को संतुष्ट करेंगी। इसीलिये हम /£ का सिर्फ दूसरा मान लेंगे : 
__ __42%--४%१--८११--५१० 
4०३--०१%*-- ०३१२-0५ ' 
इस प्रकार ,. आरंभिक समीकरण को. संतुष्ट करने वाली संख्याओ्रों के दो 
चौगुट यदि ज्ञात हों तो नया चौगुट भी प्राप्त हो सकती ; इसके लिये 
दूसरे चौगुट की संख्याओं में £ से गुणा करके के उन्हें प्रथम चौगुट 
की सानुरूप संख्याञ्रों में जोड़ना होगा, जहां £ का मान उपरोक्त 
व्यंजन से प्राप्त होता है। 
' लेकिन यह विधि अपनाने के लिये आरंभिक समीकरण को संतुष्ट 
करने वाले दो संख्या-चौगुट ज्ञात होने चाहियें। एक चोगुट (3, 4, 5,-6) 
हम जानते हैं। दूसरा चौगुट कहां से लिया जाये? यह समस्या हल 
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करना बहुत आसान है: दूसरे चौगट के रूप में हम संख्याएं /, --॥, 
५. -&$ ले सकते हैं, जो स्पष्ट ही हमारे समीकरण को संतुष्ट करती 
४ं। श्रत: हम दो संख्या चोगुट लेते हैं: 


4-3, 85-54, ८-७9,  -+ --65; 
७--/॥, 355 --/7, १5८5७, 055 --&$. 


तब /# का मान सरलतापूर्बक प्राप्त हो जाता है: 


(-- 75 _.. 7///-5 
.. 7/2--.5£ ॥/55४6 + 


ग्रत:ः संख्याएं ८ + /#०, 8 -|- £0, ८ -- /%, 4 -- /6 क्रमश: निम्न होंगी : 


28/4-|-| |/ $ -- 35% 2|/2 --[[/६--452 
7/4---52 ! 7/4-..52 ४ 

35/4-4-7/5-]-652 --42/2---7/8-- 952 
7/2-..&£ ! 7/2-.-52 ह 


उपरोक्त कथनानुसार ये संख्याएं हमारे समीकरण 
४9 -|- 90 -]- 20 -| [१ -- 0 


को संतुष्ट करती हैं। चूंकि इन सभी व्यंजनों में अंशनाम समान हैं, 
इसलिये उन्हें काट दिया जा सकता है (तात्पयें यह है कि इन भिन्नों 
के संख्यामाम भी विचाराधीन समीकरण को संतुष्ट करते हैं )। इस 
प्रकार, 7 व ४ के किसी भी मान से प्राप्त संख्याएं 


४-- 28/2 -]- | ]/8 --- 352, 
9-८ 2[/2 ---- | [/8 --- 482, 
2-5 35/2-]-7/5 +- 65%, 
[---- 42/2 -.- 7/& ---- 555, 
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हमारे समीकरण को संतुष्ट करती हैं-यह झाप इन संख्याओं के घधनों 
को जोड़कर देख ले सकते हैं। / तथा $ के मान बदल-बदल कर हम 
 अ्रपने समीकरण के अनेक हल ज्ञात कर सकते हैं। यदि इन संख्याझ्रों 
में कोई साविक गुणक (या समान गुणनखंड ) होगा, तो उससे इन 
संख्याओ्ं में भाग दे सकते हैं। उदाहरणार्थ, /-/], $5-] होने पर 
४, 9, 2, / के निम्न मान मिलते हैं: 36, 6, 48, --54, या इन्हें 
6 से काटने पर: 6, |, 8, --9, जिससे 
63-|-]9-|. 85-- 9, 
इस तरह की (साविंक गृुणक से काटने पर प्राप्त ) कुछ अन्य 
समिकाएं नीचे दी जा रही हैं: 
/-5[, 5552. होने पर 383-|- 738--]7१ | 76%, 
/-], 5553 होने पर 72-- 58%8-- 249.।- 54४, 
7/क्], 5555 होने पर 49--]]035--67%- [0!%, 
/55, 5-54 , होने पर 89-|- 539 -- 299 -|.. 508, 
/5-], 555--] होने पर 7»-- 43-|- |72-- 20%, 
/+5!], 3$5---2 होने पर 2%-[- ]62-- 99-]- ]5%, 


एक झ्रौर बात बता दें: यदि आरंभिक चोगुट 3, 4, 5, --0 में , 
या इसके सहारे प्राप्त किसी नये चौगुट में संख्याओं का क्रम बदलकर 
पूरी विधि शुरू से अपनायी जाये, तो हलों का एक नया समूह मिलेगा। 
उदाहरणार्थ, चौगुट 3, 4, 5, --0 (भ्रर्थात्‌ ७-3, 85-55, ०554, 
4----0 ) लेने पर ४, 9४, 2, / के निम्न मान मिलेंगे: 

४-- 2()/3 -[- [)/$ --- 354, 
45८८ | 2/* --- 0/5 --- 5&*, 
27- ]6/2-- 8/5-+-65*, 
(-++-- 24/7 --. 8/$ ---- 482, 


70 


इसमें / तथा $ के विविध मान रख कर कई नये संबंध ज्ञात किये जा 
सकते हैं : 

/--], 555! होने पर 9%.-|-]08-- ]०--]2%, 

/--, $5-3 होने पर 239-|-949 -- 639 -|. 84%, 

/--], 5-59 होने पर 89-[-639-]- ]64% -- 206%, 

/55], 5559 होने पर 73-|- 549-|- 57%-- 70%, 

/+-2, 55-। होने पर 239-|- 97%-|- 862--[6», 

/5-], 55८-- 3 होने पर 38-|- 36%-]- 37४-- 46%, इत्यादि । 


इस विधि से हम विचाराधीन समीकरण के असंख्य हल प्राप्त कर 
सकते हैं। 


प्रनिश्चित समीकरणों से संबंधित एक प्रश्न की सारी दुनिया में 
घूम मची थी, क्योंकि उसके सही हल के लिये बहुत बड़े इनाम की 
घोषणा की गयी थी-00000 जम॑ंन मा्क का! 

प्रश्न में 'फर्मा साध्य/ (या फेर्मा का महावाक्य ) सिद्ध करता 
है, जिसका कथन है: 

दो पूर्ण संख्याओं के समान घातों का योगफल किसी तीसरी पूर्ण 
संख्या के उसी घात के बराबर नहीं हो सकता। अपवाद सिर्फ दूसरा 
घात है; जिसके लिये यह संभव है। 

भ्रन्य शब्दों में, सिद्ध करना है कि ॥7>2 होने पर समीकरण 

री रो (री _-ट्रँ 

पूर्ण संख्याओं में हलातीत है 

बात समझाने का प्रयत्न करते हैं। हम देख चुके हैं कि पूर्ण संख्या- 
झों में समीकरण 


!7] 


2--4/--४*, 
४० -| ॥/3 -|- 20 -- [3 

के असंख्य हल हैं। पर यदि आप समिका &* -|- ४१-2७» को संतुष्ट 
करने वाली तीन पूर्ण संख्याग्रों को ढूंढने की कोशिश करेंगे, तो यह 
बेकार होगा। 

चौथे , पाँचवें, छठे , आदि घातों के लिये भी असफ्लता ही हाथ 
ग्रायेगी । 'फेर्मा का महावाक्य ” यही कहता है। 

इनाम की इच्छा रखने वालों को क्‍या करना है? इन्हें इस कथन 
को उन सभी घातों के लिये सिद्ध करना है, जिनके लिये कथन सत्य 
है। बात यह है कि फेर्मा साध्य अभी तक सिद्ध नहीं हुआ है, वह एक 
तरह से हवा में ही लटका हुआ है। 

महावाक्य के निकले तीन सौ बष्ं बीत चुके हैं, पर उसका प्रमाण 
गणितज्ञ लोग अभी तक नहीं ढूंढ़ पाये हैं। 

इस समस्या के हल में एक से एक प्रतिभाशाली गणितज्ञ लगे हुए 
थे, पर उन्हें सिफ अलग-थलग निस्थापकों (घातांकों ) या इनके किसी 
समूह के लिये ही साध्य सिद्ध करने में सफलता मिल सकी। लेकिन 
प्ावश्यकता इस बात फी है कि इसका एक सामान्य प्रमाण ढूंढ़ा जाये, 
जो हरेक पूर्ण निस्थापक पर लागू हो। 

ध्यातव्य है कि फेर्मा साध्य का प्रमाण शायद एक बार मिला था, 
पर वह फिंर खो गया। साध्य को ४५]| शती के महान गणितज्ञ पियेर 
फेर्मा ? ने प्रस्तुत किया था; उनके कथनानुसार उन्हें इसका प्रमाण 


)) फेर्मा ((603-- 665) पेशेबर गणितज्ञ नहीं थे। शिक्षा के 
अनुसार वे वकील थे, और संसद में सलाहकार थे। गणितीय खोजें 
फुरसत के वक्‍त किया करते थे, फिर भी उन्होंने अ्रनेक महत्त्वपूर्ण परि- 
णाम प्राप्त किये, जिन्हें वे तब की प्रथा के अनुसार पत्रों में श्रपने 
मित्रों - पास्कल , डेकार्ट , ह्यजेंस, रीबेवाॉल -को लिख दिया करते थे। 
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ज्ञात था। सख्या-सिद्धांत के श्रन्य प्रमेयों की तरह अपना यह महावाक्य 
भी उन्होंने देशोफांत की कृति के हाशिये पर टिप्पणी के रूप में लिखा 
था ; साथ में ये शब्द भी थे: 

“इस वाक्य का मुझे एक बहुत ही सुंदर प्रमाण मिला है, पर 
पहां इसके लिये जगह कम है। 

लेकिन गणितज्ञ के कागजपत्रों या कहीं अन्यत्न भी इस प्रमाण का 
कोई नामोनिशान नहीं मिल पाया। 

फेर्मा के अ्नुयायियों को स्वतंत्र रूप से खोजें करनी पड़ीं। 

इन प्रयत्नों के परिणाम निम्न हैं: ऐलर (797) ने फेर्मा का 
साध्य तीसरे और चौथे घातों के लिये सिद्ध किया , पाँचवें घात के लिये 
उसे लेजांद्र (823) ने सिद्ध किये, सातवें के लिये!? - लामे और 
लेबेग (840) ने। 849 में कुंमेर ने साध्य को घातों के विस्तृत 
समूह के लिये सिद्ध किया -सो स्रे कम के सभी निस्थापकों के लिये। 
ये कार्य गणित के उस क्षेत्र से बहुत आगे बढ़े हुए हैं, जिससे फेर्मा 
परिचित थे , इसलिये यह रहस्य बना हुआ है कि उन्होंने भ्रपने “महा- 
वाक्य ” का सामान्य प्रमाण कैसे ढूंढ लिया था। यह भी संभव है 
कि वे गलती पर थे। 

फेर्मा-साध्य के इतिहास श्रौर उसकी वतेमान अवस्था में रुचि रखने 
वाले पाठक आ० खींचिन की छोटी-सी पुस्तक फेर्मा का महान साध्य ' 
पढ़ सकते हैं। उच्च कोटि के विशेषज्ञ की यह कृति गणित का साधारण 
ज्ञान रखने वाले पाठकों के लिये रची गयी है। 


04 के अतिरिक्त अन्य गुणज निस्थापकों के लिये विशेष प्रमाण 
की आवश्यकता नहीं है; ये स्थितियां रूढ़ निस्थापकों की स्थितियों में 
संरूपित की जा सकती हैं। 


अ्रध्याय 8 


छठी गणितीय संक्षिया 


छठी _संक्रिया संत्रिया 


जोड़ और गुणा में से प्रत्येक की सिर्फ एक-एक प्रतीप ( उलटी ) 
संक्रियाएं हैं, जिन्हें क्रशः घटाव और भाग, कहते हैं। पाँचवीं गणितीय 
संक्रिया -घात निकालना (या सिर्फ घातन )-की दो प्रतीप संक्रियाएं 
हैं: श्राधार ढूंढ़ना और निस्थापक ( घात-सूचक ) ढूंढ़ना। आधार ढूंंढ़ना 
ही छठी गणितीय संक्रिया है, इसे मूल निकालना (या सिर्फ मूलन ) 
कहते हैं। निस्थापक ढूंढ़ना सातवीं संक्रिया है, जिसे लघ॒गणक निकालना 
कहते हैं ( श्रागें हम लोग इस संक्रिया को लगरथन कहेंगे और लघुगणक 
के लिये लगरथ शब्द का प्रयोग करेंगे - श्रनु०) । जोड़ और गुणा की 
एक-एक प्रतीप संक्रियाएं हैं श्रौर घातन की दो प्रतीप संक्रियाएं हैं, 
इसका कारण बहुत सरल है। जोड़ में दोनों पदों ( प्रथम और द्वितीय ) 
को समानाधिकार मिला हुआ है, वे श्रपनी जगहें आपस में अश्रदला- 
बदली कर ले सकते हैं। यही बात गुणा के साथ भी है ( इसके संणु- 
णकों की जगहें श्रापसत में बदली जा सकती हैं )। पर घातन में भाग 
लेने थाली संख्याओ्रों, अर्थात्‌ घात के आधार ओर निस्थापक के साथ 
यह जात नहीं है: उनकी जगहें सामान्यतः आपस में नहीं बदली जा 
सकतीं (जैसे 3ः-55%?)। इसीलिये जोड़ (या गुणा ) में भाग लेने वाली 
दो संख्यात्रों में से किसी को ढूंढने के लिये एक सामान्य विधि - घटाव 
(या भाग ) -का प्रयोग, होता है, पर घात का आधार और घात का 
निस्थापक अलग-अलग विधियों से ढूंढ़े जाते हैं। 
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बन 


छठी संक्रिया मूलन को चिन्ह | से द्योतित करते हैं। बहुत कम 
लोगों को पता है कि मूलन का चिन्ह लातीनी वर्ण / का बिगड़ा हुआा 
रूप है, जिससे लातीनी शब्द रेडिक्स ( मूल ) शुरू होता है। एक जमाना 
था (6-वीं शती) , जब मूल का चिन्ह वर्ण /? था, इसके बाद 4 (वप- 
8078 का पहला वर्ण) या ८ (८एए४5 का पहला वर्ण ) लिखते 
थे, जो द्योतित करता था कि वर्गमूल निकालना है या घनमूल। ?) 
उदाहरणार्थ, उस समय आधुनिक चिन्ह 
4 4352 
की जगह लिखते थे: 
7९.५. 4352, 
यदि यह बता दें कि उस जमाने में जोड़-धटाव के भी आधुनिक 
चिन्ह नहीं थे, इनकी जगह /. (प्लुस ) 77. (मीनूस ) लिखा जाता 
था, और हमारे कोष्ठकों की जगह चिन्ह ; _] प्रयुक्त होते थे, तो स्पष्ट 
हो जायेगा कि उस समय के बीजगणितीय व्यंजन श्राधुनिक दृष्टि में 
कितने अजीब थे। 
प्रस्तुत है एक पुराने गणितज्ञ बोमबेली (572) की पुस्तक से 
एक उदाहरण : हु 
7९.८. |[7९.4. 4352 ४». 6| #४.7९.८. [/२.4. 4352 #. 6]. 
अब हम यह व्यंजन नग्रे चिन्हों से लिखते हैं: 


|/॥/ 4352-.-6 -- / ॥/ 4352 -- 6. 


/ मार्नीत्स्की रचित पाठ्य-पुस्तक में, जो हमारे यहां 8-वीं शती 
के पूरे पूर्वार्ध में पढ़ायी जाती थी, मूलन के लिये कोई विशेष चिन्ह 
नहीं था। 
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द्योततो ]//4 के अतिरिक्त अ्रब इसी संक्रिया का एक ग्रन्य द्योतन 


भी प्रयुक्त होता है:० ह जो व्यापकीकरण की दृष्टि से बहुत ही 
सुविधाजनक है: यह दिखाता है कि मूल और कुछ नहीं, एक घात ही 
है, जिसका निस्थापक एक भिन्नात्मक संख्या है। इसे 6-वीं शती में 
हालेंड के प्रतिभाशाली गणितज्ञ स्टेविन ने प्रस्तावित किया था। 


क्या बड़ा है? 
प्रश्न ] 


5 
क्या बड़ा है: ॥/5 या #2? 
इसे तथा आगे के प्रश्नों को मूल निकाले बगैर ही हल करना है। 
हल 


दोनों व्यंजनों का 0-वां घात निकालकर देखते हैं कि 
5 


([/ 5 )7... 5०-25, ([/ 5 )"... »-.. 32; 
चृंकि 327>25, इसलिये 
वेन-««-०-_००>+म 9 -. ०००० न्‍०न्‍-न्‍कमब्ब७ 
# 27>7/ 5. 
प्रश्न 2 


4 7 
क्या बड़ा है: ]/4 या ॥/7? 
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हल 

दोनों व्यंजनों का 28-वां घात निकालने पर प्राप्त होता है: 
4 
(]/ 4 )/-..47-.- 2/4-.. 27 . 2? -. |28, 


7 
(॥// 7 )”....१ -.. 72 . 72-- 497, 
चुंकि 28 7> 49, इसलिये 


ह ७ 2 |/॥ नकल 
५ 4 >7 7: 
प्रश्न 3 


क्या बड़ा है: ॥/ 7+]/]0 या ॥/३3+ 7४/9? 


हल 
दोनों व्यंजनों. का वर्ग निकालते हैं: 
(|/ 7 -+॥/ 0 )ै --7--2॥ 70, 
(॥/ 3 --॥/ 9 )--22-+-2॥2 ह7 . 
दोनों व्यंजनों में से !7 घटा लेते हैं; बचेगा 
2// 70 और 5+2/ & 7. 
इन व्यंजनों का वर्ग निकालने पर: 


280 और 253--20/ 
[2--862 77 


ग्रव दोनों में से 253 घटाकर 
27 और 207 छः 


की तुलना करते हैं। चूंकि / 57 बड़ा है 2 से , इसलिये 20]/ 67 >> 40 
से; ग्रतः 
४ 3--/9 >7“ 7+/0. 


एक नजर में हल 
प्रश्न 


समीकरण 
# वह कम 3 


पर ध्यान से एक नजर डालकर बताइये कि < कितने के बराबर है। 


हल 


बीजगणितीय प्रतीकों को अ्रच्छी तरह आत्मसात कर लेने के बाद 
कोई भी समझ लेगा कि 


गआ 
४-- 3 
यह ठीक भी है, क्योंकि इस स्थिति में 
3 
8 --(] 3)१-- 3, 
, इसलिये 
2 -- (8--3 


होगा और यही सिद्ध करना था। 
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जिनके लिये यह प्रश्न 'एक नजर में ” हल करना कठिन है, उनका 
काम निम्न विधि से आसान किया जा सकता है। 


मान लें 
अं ज्त्॥, 


तब 
3 वैयमननक८-ाप-मणा 
नच ४. 

इससे समीकरण को निम्न रूप दिया जा सकता है: 


५६ । 
(॥/ ४ )/-3, 
यां, घन निकालने पर, 
५/-- 33, 
स्पष्ट है कि ४ 5-३ औझौर इसलिये 


3 __ 3 
अन्न 9 उन ४3३3. 
बोजगणितोय प्रहसन 


प्रश्न ! 


छठी गणितीय संक्रिया की सहायता से बहुत अच्छे प्रहसन रचे जा 
सकते हैं, जैसे 2.2--5, 2--3, आदि। मजे की बात यह है कि 
इन प्रहसनों में कोई बहुत ही छोटी-सी गलती छिपी होती है, जो आ- 
सानी से नजर नहीं आती। यहां हम दो प्रहसन प्रस्तुत कर रहे हैं। 
इनमें से पहले का शीषंक है: 
2-3 
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मंच पर एक श्रकाटय समिका उतरती है: 
4 -- ]0--9 -- 5. 
अगले “दृश्य ” में समिका के दोनों पक्ष अपने में ध्प की वृद्धि 
करते हैं: 
वन | 
4--- 0-+0-२- +-9--58-+-06 ् 
आ्रागे के दृश्यों में निम्न रूपांतरण होते हैं: 
5 ।/85 १2 5 |/5%१2 
27--2-2--7-/(- स्ल3++ 2० 8: जहर) ह 
| 5 ॥2 5 ॥2 
पा 7 
समिका के दोनों पक्षों का वर्गमूल लेने पर मिलता है: 


है... 8 

बा जा त्ता 

भ्रब दोनों पक्षों में ढ जोड़ [दया जाता है और मिलता है 
2--8. 


गलती कहां हुई है? 


हल 
गलती वहां हुई है, जहां आपने समिका 


५ आक 2। 


से निष्कषं निकाला कि 


यदि दो व्गें आपस में बराबर हैं, तो इसका यह मतलब नहीं है 
कि उनके प्रथम घात भी आपस में बराबर रहे होंगे। आप जानते हैं 
कि (--5)*-5* होता है, पर --8 और 5 तो बराबर नहीं हैं! 
दो वर्ग उस स्थिति में भी बराबर होते हैं, जब उनके प्रथम घातों के 
निन्‍्ह विपरीत रहते हैं। हमारे उदाहरण में यही हुआ था : 


.. ऑन: 


लेकिन --:ठ्ा श्र 5ठ्गा बराबर नहीं हैं। 


प्रश्त 2 
दूसरा बीजगणितीय धोखा (चित्र 6 ) 


रा -36 55 25-45 
।6-36+20£ < 
न 25-45+204% 


| (है) 5 (5-9) 


22-०5 


2«०2+--58 


भी पिछले उदाहरण जैसी गलती पर आधारित है। मंच पर एक समिका 
ग्राती है, जिसकी सत्यता में कोई संदेह नहीं हो सकता : 


]6 --- 36 5--25 --- 45. 
दोनों तरफ समान संख्या जोड़ी जाती है: 
]6-- 3-20 न --25 -- 45-20 कल 
श्रौर निम्न रूपांतरण होते हैं: 
42-24 जि) +८52--2- 5. हर (हि) ह 
[+-$7-(*-+. 


भ्रब अवैध निष्कषं की सहायता से अंतिम दृश्य उभरता है: 


9 _८:_9 
जब जज बक 3. 
4-5, 
2.2-5 


इन हास्यास्पद स्थितियों को जान लेने के बाद शभ्रब कम श्रनुभवी 
गणितज्ञ भी मूल-चिन्ह के श्रधीन स्थित श्रज्ञात राशियों वाले समीकरणों 
के साथ संक्रियाएं संपन्न करने में सावधानी बरतेंगे। 


अ्रध्याय 6 


द्वितीय घात के समीकरण 


िननजनश टन ननिनननिनज, 


हाथ मिलाना 


प्रश्त 


बठक के सभी सदस्यों ने झ्राापस में हाथ मिलाया। किसी ने गिना 
कि 66 हाथ-मिलाई हुई है। बैठक में कितने सदस्य उपस्थित हुए थे ? 


हल 

बीजर्गाणतीय हल बहुत सरल है। < सदस्यों में से हरेक ने ४-- 
बार हाथ मिलाया, अत: कुल ४((४--) बार हाथ मिले। लेकिन 
इसमें ध्यान रखने लायक बात यह है कि जब एक सदस्य इवानोव दूसरे 
रुदस्य पेत्रोव से हाथ मिलाता है तो इसी प्रक्षिया में पेत्नोव भी इवानोव 
से हाथ मिलाता है; अतः इन दो हाथ-मिलाई को एक ही मानना 
चाहिये। इसीलिये हाथ मिलाने की कुल संख्या /(४-- [) की श्राधी है। श्रतः 
समीकरण मिलता है: 


- ४2 -- 66 
या, रूपांतरण के बाद, 
४ - ४ --- ]32--0, 
जिससे 
_ +“ [उ5छ%6 
5 म 


चूंकि दी हुई परिस्थिति में ऋणात्मक हल (--] आदमी ) का कोई 
वास्तविक अर्थ नहीं है, इसलिये इसे हम छोड़ देते हैं और सिर्फ़ पहला 
मूल हल के रूप में लेते हैं: बैठक में ।2 आदमी भाग ले रहे थे। 


मधुमक्खियों का झुंड 
प्रश्न 


प्राचीन भारत में एक अ्रनोखा खेंल प्रचलित था- सरतोड प्रश्नों के 
हल की साव्वेजनिक प्रतियोगिता। भारत में गणितीय ग्रंथ भी अंशतः 
इसी दृष्टिकोण से रचे जाते थे कि उनसे इस बौद्धिक क्रीड़ा-प्रतियोगिता 
में प्रथथ झाने में सहायता मिल सके। “य्रहां दिये गये नियमों से ,- 
इस तरह की एक पुस्तक में आप पढ़ सकते हैं,-बुद्धिमान व्यक्ति 
हजारों अ्रन्य प्रश्न रच सकता है। जिस तरह सूर्य अपनी चमक से तारों 
को निस्तेज कर देता है, उसी तरह विद्वान आदमी बीजगणित के प्रश्नों 
और उत्तरों की सहायता से दूसरों का यश धूमिल कर सकता है”। मूल 
ग्रंथ में यह बड़े काव्यात्मक ढंग से लिखा गया है, क्योंकि पूरा ग्रंथ ही 
कविता में है। प्रश्न भी कविता के -ही रूप में हैं। इनमें से एक प्रश्न 
हम गद्य में प्रस्तुत कर रहे हैं। 

आधे झुंड के वर्गंमूल जितनी मधुमविखयां -्त झुंड पीछे छोड़कर 
जूही के फूलों पर बैठ जाती हैं। उस झुंड की सिफे एक मधुमवक्खी दूर 
कमल पर आकुल मंडरा रही थी, क्‍योंकि उसकी बंद पंखुड़ियों में कैद 
उसकी सहेली उसे आत्त स्वर में पुकार रही थी। झुंड में कितनी मधु- 
मक्खियां थीं? 
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हल 


यदि दृष्ट संख्या को & से द्योतित किया जाये, तो समीकरण का 
रूप होगा: 


है आम ० __ 
७ न अं इन 
एक सहायक श्रज्ञात राशि 
8 का 


ग्रपनाकर हम समीकरण को और भी सरल रूप प्रदान कर सकते हैं 
( क्योंकि इससे ४-29 हो जाता है): 


/। - | कर न ० ब्स्सनन 20*, 
98 -.. 9/ -- 8- 0. 


या 


इसे हल करने पर & के दो मान मिलते हैं: 


9,750, ४,77८ रे ॥ 


अत: ४ के तदनुरूप मान हुए: 
४5572, ४,5-१.5. 


चुंकि मंधुमक्खियों की संख्या पूर्ण और धनात्मक होनी चाहिये , 
इसलिये प्रश्न को सिर्फ पहला मूल संतुष्ट करता है: झुंड में 72 मधु- 
मक्खियां थीं। जाँचें: 


/<++ -72--2--6-)-64-)-2--72. 
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बंदरों का झुंड 
प्रश्न 
एक और भारतीय प्रश्न प्रस्तुत है: 
एक झुंड के बंदर दो समूहों में खेल रहे थे। एक में उनके आठवें 


भाग के वर्ग जितने बंदर उछल-कूद कर रहे थे, दूसरे में 2 बंदर 
मिलकर शोर मचा रहे थे। कितने बंदर थे झुंड में ? 


हल 
यदि झुंड में बंदरों की कुल संख्या » थी, तो 
जो +42+-->», 
जिससे 
न 6,. ४,5-6. 


प्रश्न के दो धनात्मक हल हैं: झूंड में 48 बंदर भी हो सकते हैं 
और 6 भी। दोनों ही उत्तर सही हैं। 


दूरदर्शो समोफरण 


पिछले प्रश्नों में जो दो हल प्राप्त होते थे, उनके बारे में निर्णय 
प्रश्न की शत्त के अनुसार हम स्वयं लेते थे। पहली स्थिति में हमने 
ऋण मूल को छोड़ दिया था, जो प्रश्न की शर्त पूरा नहीं कर रहा 
था; दूसरी स्थिति में हमने भिन्नांक में धनात्मक हल छोड़ दिया था; 
तीसरी में इसके विपरीत हमने दोनों मूलों को श्रपना लिया था। दूसरा 
हल भी संभव है, यह बात कभी-कभी हलकर्ता के लिये ही नहीं , प्रश्न- 
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कर्ता के लिये भी अप्रत्याशित सिद्ध हो सकती है। यहां एक उदाहरण 
दे रहे हैं, जिसमें समीकरण प्रश्न पढ़ने वाले से ज्यादा दूरदर्शी श्रोर 
समझदार प्रतीत होता है। 

गेंद 25 मीटर प्रति सेकेंड वेग से ऊपर फेंकी जाती है। जमीन से 
20 मोटर की ऊँचाई पर वह कितने सेकेंड बाद पहुँचेगी ? 


हल 
वात-प्रतिरोध की अनुपस्थिति में ऊपर फेंके गये पिंड के लिये जमीन 
से उसके उठने की ऊँचाई #, भआारंभिक वेग ०, गुरुत्वीय त्वरण & 
ग्रौर समय # के बीच यांत्रिकी निम्न संबंध स्थापित करती है: 


___ 77 __ 88 
["- ७० न्ठाः 


दी हुई परिस्थितियों में हम हवा के प्रतिरोध की उपेक्षा कर सकते 
हैं, क्योंकि वेग कम दह्ोने पर प्रतिरोध भी बहुत कम होता है। हिसाब 
सरल करने के. लिग्रे.£ को 9.8॥/5* नहीं, बल्कि 07/5* के बराबर 
मान लेते हैं (त्रुटि सिर्फ 2% होगी )। ऊपर दिये गये सूत्र में 8, ० 
तथा &€ का मान रखने पर निम्न सूत्र मिलता है: 
20-525/-- -४-* 


भ्रौर सरल करने के बाद 
/2 -- 57-| 4-50. 
हल करने पर मिलेगा : 
धर तथा #,554. 
ग्रत: 207 की ऊँचाई पर गेंद दो बार पहुँचेगी: | सेकेंड बाद 
झ्ौौर 4 सेकेंड बाद। 
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यह शभ्रसंभव सा लगता है और हम बिना कुछ सोचे-समझे दूसरा 
हल फेंक देने को तैयार हो जाते हैं। लेकिन ऐसा करना गलत होगा ! 
दूसरा हल भी पूर्णतया सार्थक है; गेंद 20 मीटर की ऊँचाई पर सचमुच 
दो बार पहुँचती है: एक बार ऊपर उठते वक्‍त श्र दूसरी बार नीचे 
गिरते वक्‍त। आप झासानी से कलन कर सकते हैं कि आरंभिक वेग 
25 मीटर प्रति सेकेंड होने पर गेंद 2.5 सेकेंड तक ऊपर उठेगी और 
3].25 मीटर की ऊँचाई तक पहुँचेगी। एक सेकेंड में 20॥ की ऊँचाई 
तक पहुँचकर [.5 सेकेंड तक और ऊपर उठना जारी रखेगी, फिर 
इतने ही समय बाद वह वापस 20 मीटर की ऊँचाई तक गिरेगी और 
इसके एक सेकेंड बाद जमीन पर पहुँच जायेगी। 


ऐलर का प्रश्न 


स्टेंडाल अपनी “आत्मकथा ” में श्रपने छात्र-जीवन का एक किस्सा 
लिखते हैं : 

४“ मुझे उनके पास (गणित के अध्यापक के पास ) ऐलर की कृति 
और प्रंडों के बारे में ऐलर का एक प्रश्न मिला, जिन्हें किसान बाजार 
ले जा रहे थे... यह मेरे लिये एक खोज थी। तभी मैं समझा कि 
अलजबरा नामक अस्त्न से कितना लाभ है। लेकिन खेंद है कि मुझे 
किसी ने इसके बारे में बताया नहीं... 

एऐलर की “अलजबरा-प्रवेश ” नामक पुस्तक का वह प्रश्न हम यहां 
दे रहे हैं, जिसने युवा स्टेंडाल पर इतनी गहरी छाप डाली थी। 

दो किसान कुल मिलाकर व00 अंडे बाजार ले गये। एक के पास 
अधिक अंडे थे और दूसरे के पास कम। बेचने पर दोनों को समान 
राशियां मिलीं। एक ने दूसरे से कहा: “यदि मेरे पास तुम्हारे अंडे 
डेते, तो मुझे 5 क्रेसर मिलते ”। इस पर दूसरे ने जवाब दिया: 
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'यदि मेरे पास तुम्हारे प्रंडे होते, तो मुझे 6-5- क्रेइसर मिलते। 
कितने-कितने अंडे थे दोनों के पास ? 


हल 


मान लें कि पहले किसान के पास < अंडे थे, तो दूसरे के पास 
00--<£ अंडे थे। यदि पहले के पास 00--< अंडे होते, तो हम 
जानते हैं कि बेचने पर उसे 5 क्रेइ्सर मिलते। इसका मतलब है कि 
उसने प्रति अंडा 

]5 
00---% 

की दर से बचे हैं। 

इस तरह से हम देखते हैं कि दूसरे किसान ने अंडे निम्न मूल्य 


वर बेचे हैं: 


62<_ हक की ०० 20 
5 3५ 
अब निर्धारित करते हैं कि हर किसान को कितनी राशि मिली है : 
5 5.९ 


पहले को: «6-7 छह 


दूसरे को: (00 --») - दा अत पक ु 


पर ये राशियां आपस में बराबर हैं. 
]52 __ 20(00-...0 
[00--:2 ... 38४ हे 


रूपांतरण के बाद: 
४52-]- ]60.0 --- 8000 -- 0, 


जिससे 
४7740, ४,5८--- 200, 
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ऋणात्मक मूल प्रत्त स्थिति में निरर्थंक है; प्रश्न का सिर्फ एक हल 
है: पहले किसान के पास 40 अंडे थे और इसलिये दूसरे के पास 650 
अंडे थे। 

प्रश्न एक अन्य विधि से भी हल हो सकता है, जो काफी छोटी 
है। यह विधि अधिक भ्रक्लमंदी की है, पर इसे ढूंढना कठिन है। 

मान लें कि दूसरे किसान के पास पहले की तुलना में & गुना 
ग्रधिक अंडे थे। बेचने पर दोनों ने समान राशियां पायीं ; इसका मतलब 
है कि पहले किसान ने अपने अंडों को £ गुना महंगा बेचा है, बनिस्बत 
कि दूसरे ने। यदि बेचने के पहले दोनों ने अपने-श्रपने श्रंडों की अदला- 
बदली कर ली होती, तो पहले किसान के पास #£ गुना अ्रधिक अंडे 
होते और उन्हें वह £ गुना महंगा बेचता। इसका मतलब है कि उसके 
पास /#* गुना अधिक राशि होती, बनिस्बत कि दूसरे के पास। श्रतः 


जिससे 


ग्रब॒ 00 प्ंडों को 3:2 के अनृपात में बाँटना रह जाता है। 
ग्राप आ्रासानी से ज्ञात कर ले सकते हैं कि पहले किसान के पास 40 
अंडे थे और दूसरे के पास 60 अंडे थे। 


लाउड स्पीकर 


प्रश्न 

मैदान में 5 लाउड स्पीकर दो समूहों में बंधे हैं: 3 एक खंभे से 
भ्रौर 2 उससे 50॥ दूर स्थित खंभे से। किस जगह खड़ा हुआ जाये 
कि दोनों समूहों से समान शक्ति की ध्वनि सुनाई दे? 
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हल 
यदि छोटे समूह से इष्ट बिन्दु की दूरी » है, तो बड़े समूह से 
उसकी दूरी 50--< होगी (चित्र 7)। हम जानते हैं कि ध्वनि दूरी 
फे वर्ग के अनुपात में क्षीण होती है, भ्रतः समीकरण बनता है: 


3 
(50---2)$ 


जिसे निम्न रूप में लिख सकते हैं: 
४5-- 2002 --- 5000--0 
हल करने पर दो मूल प्राप्त होते हैं: 


055 22,0% 
४५ त२-- 222.5. 


हि. 
5 


धनात्मक मूल प्रश्न का सीधा उत्तर है: समान श्रव्यता का बिन्दु 


दो लाउड स्पीकरों के समूह से 22.5॥ की दूरी पर है और इसीलिये 
तीन लाउड स्पीकरों के समूह से 27.57 की दूरी पर है। 

लेकिन समीकरण का ऋणात्मक मूल क्‍या दिखाता है? यही कि 
समान श्रव्यता का दूसरा बिन्दु उस दिशा की विपरीत दिशा में स्थित 
है, जिसे हमने धनात्मक माना था। 

दो लाउड स्पीकरों वाले खंभे से आवश्यक दिशा में 222.5॥ की 
दूरी नाप लें; आपको वह बिन्दु मिलेगा, जहां लाउड स्पीकरों के दोनों 
समूहों से समान शक्ति की ध्वनि सुनाई देगी। तीन लाउड स्पीकरों के 
समूह से यह बिन्दु 222.॥ -- 5075--272.85॥ दूर है। 

इस प्रकार हमने समान श्रव्यता के दो बिन्दु प्राप्त किये; दोनों 
बिन्दु ध्वनि-स्रोतों को मिलाने वाली सरल रेखा पर हैं। इस तरह के 
अ्रन्य बिन्दु इस सरल रेखा पर नहीं हैं, पर इस सरल रेखा के बाहर 
जरूर हैं। सिद्ध किया जा सकता है कि हमारे प्रश्न की मांग संतुष्ट 
करने वाले बिन्दुओं का ज्यांमितिक स्थान वृत्त की परिधि है, जो ग्रभी- 
ग्रभी प्राप्त बिन्दुओं से गुजरती है (भ्रर्थात्‌ दोनों बिन्दुओं को मिलाने 
वाले रेखाखंड को व्यास मानकर खींचे गये वृत्त की परिधि ही इष्ट 
बिन्दुओं का ज्यामितिक स्थान है )। वृत्त का क्षेत्र बहुत ही बड़ा है 
( चित्र में उसे लाइनदार बना दिया गया है )। इसके भीतर दो लाउड 
स्पीकरों के समूह की ध्वनि अधिक तेज होती है बनिस्बत कि तीन लाउड 
स्पीकरों के समूह की। वृत्त के बाहर उलटी संवृत्ति प्रेक्षित होती है। 


चांद की उड़ान का बीजगणित 


जिस प्रकार हमने लाउड स्पीकरों के दो तंत्रों की समान श्रव्यता 
का बिन्दु ढूंढ़ा है, ठीक उसी तरह से हम दो आकाशीय पिंडों - पृथ्वी 
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ग्रोर चांद -द्वारा अंतरिक्ष-यान पर समान गुरुत्वाकर्षण-बल लगने के 
बिन्दु भी ज्ञात कर सकते हैं। आइये , इन बिन्दुओं को ढूंढ़ते हैं । 
न्यूटन के नियमानुसार दो पिंडों का परस्पर आकर्षण उनके द्रव्य- 
मानों का समानृपाती और उनकी आपसी दूरी के वर्ग का व्युत्क्रमानुपाती . 
हीता है। यदि पृथ्वी का द्रव्यमान // है और उससे राकेट की दूरी ४ 
है, तो जिस बल से पृथ्वी राकेट के हर ग्राम को झाकर्षित करती है, 
वह निम्न व्यंजन द्वारा व्यक्त होगा: 
मी 
3 ! 
जहां £ वह 'बल है, जिससे एक ग्राम ( द्रव्यमान वाला पिंड ) अपने 
से [०॥ दूर स्थितं एक ग्राम ([ द्रव्यमान वाले पिंड) को आकर्षित 
करता है। 
उसी बिन्दु पर चांद राकेट के हर ग्राम को जिस बल से आकर्षित 
करता है, वह है 
हि सी 
(४-20? 
जहां /; चांद का द्रव्यमान है, / चांद से पृथ्वी की दूरी है ( यानी चांद 
झ्ौर पृथ्वी के केंद्रों को मिलाने वाली सरल रेखा पर स्थित है )। प्रश्न 
की शर्त के श्रनुसार 


या। 
_( ब्ःः __ ४ ; 
॥.. (3--2/४--४४ “ 


ज्योति वितान से: हा 2 
ज्योतिविज्ञान से हमें ज्ञात है कि भ्रनपात-- लगभग 8.5 के बराबर 
है, अतः 
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डे _ 
| 2-25४+>७ सकल) 


जिससे 
80,502 --- 63.0/४--8.5/2 -- 0. 


समीकरण को < के सापेक्ष हल करने पर 
४.550.90,  2,5-.2. 


लाउड स्पीकरों के प्रश्न की तरह यहां भी निष्कर्ष निकलता है कि पृथ्वी 
तथा चांद को मिलाने वाली सरल रेखा पर दो इृष्ट बिन्दु हैं, जिनपर 
अंतरिक्ष-यान चांद ओर पृथ्वी दोनों की ओर से समान गुरुत्वाकर्षण-बल 
ग्रनुभव करता है। इनमें से एक बिन्दु पृथ्वी के केंद्र से 0.9/ की दूरी 
पर पृथ्वी और चांद के बीच में है और दूसरा बिन्दु वहीं ( पृथ्वी के 
केंद्र ) से .]2/ की दूरी पर (चांद से कुछ भागे ) है। चूंकि पृथ्वी 
और चांद के बीच की दूरी लगभग 384 0000॥ है, इसलिये एक इष्ट 
बिन्दु पृथ्वी के केंद्र से 346 0000 दूर है श्रौर दूसरा इष्ट बिन्दु 430000'0ा। 
दूर है। 

लेकिन पिछले प्रश्न से हम जानते हैं कि प्राप्त बिन्दुओं को व्यास 
के सिरे मानकर खींची गयी परिधि के सभी बिन्दु यही गुण रखते 
हैं। पृथ्वी भर चांद के केंद्रों को मिलाने वाली रेखा के गिर्दे इस परि- 
धि को घूर्णन देने पर हमें एक बतुंल (गोले) की सतह मिलेगी, 
जिसके सभी बिन्दु प्रश्न की शत्ते को संतुष्ट करेंगे। 

इस वतुल को चांद के गुरुत्वाकर्षण का वतुंल कहते हैं ( चित्र 
8 ) भौर इसका व्यास है 


],2/ --- 0,.9/-- 0.22/ ££2 84000 |(॥. 
लोगों में एक गलत धारणा प्रचलित है कि चांद पर राकेट भेजने 
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के लिये उसे चांद के गुरुत्वाकषंण-वर्तुल में प्रविष्ट करा देना ही काफी 
है। प्रथम दृष्टि में यही लगता है कि यदि राकेट गुरुत्वाक्षंण-वर्तुल 
में पहुँच जायेगा (और यदि उसका वेग बहुत ज्यादा नहीं होगा ) , 
तो वह अवश्य ही चांद की सतह पर जा गिरेगा , क्‍योंकि इस वर्तुल के 


८७७ 2 “्क्ष शुरुत्वाकर्षक, 5 
|. कर 
गा __  364000_.____ /_ रु 
। | न] 
* | 
() पृथ्वी जा । 
६ | 
3000 छा हु / 


84000॥7#/ 


चित्र 8 


भीतर चांद का गुरुत्वाकर्षंण पृथ्वी के गुरुत्वाकर्षण से अधिक होता है। 
पर यदि ऐसा होता, तो चांद की उड़ान काफी सरल हो जाती; 
राकेट का निशाना चांद पर नहीं लगाना पड़ता, जिसका श्रनुप्रस्थ 
व्यास आकाश में सिर्फ हक के कोण में दिखता है, बल्कि 84 000 
!ता व्यास वाले गोले पर लगाना पड़ता, जिसकी कोणिक माप 
27 है। 

लेकिन इस तरह के विचारों को गलत सिद्ध करना बहुत श्रासान 
है। 

मान लें कि पृथ्वी से छोड़ा गया राकेट पाथिव गुरुत्वाकषंण के 
कारण धीरे-धीरे अ्रपना वेग खोता हुआ चांद के गुरुत्वाकर्षण-वर्तुल 
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में शनन्‍्य वेगे के साथ प्रविष्ट हो जाता है। क्या वह चांद पर गिरेगा ? 
कभी नहीं । 

पहली बात यह है कि चांद के गुरुत्वाकर्षण-वर्तुल के भीतर पार्थिव 
गुरुत्वाकर्षण लुप्त नहीं हो जाता , वह वहां भी क्रियाशील रहता है। 
इसीलिये पृथ्वी श्रोर चांद को मिलाने वाली रेखा से परे बिन्दुओं पर 
चांद का गुरुत्वाकर्षण पार्थिव भगुरुत्वाकषंण को परास्त नहीं करता है, 
बल्कि उसके साथ बल-समांतर चतुर्भुज के नियमानुसार जुड़ जाता 
है। दोनों गुरुत्वाकर्षण-बलों का परिणामी बल चांद की ओोर निर्दिष्ट 
नहीं होगा (होगा भी, तो सिफं पृथ्वी और चांद के केंद्रों को मिलाने 
वाली सरल रेखा पर )। 

दूसरी (श्र सबसे महत्त्वपूर्ण ७ बात यह है कि खुद चांद कोई 
अचल लक्ष्य नहीं होता। यदि हम यह जानना चाहते हैं कि राकेट 
किस तरह से चांद की ओर चलायमान होगा (उस पर “गिरेगा 
या नहीं ) , तो चांद के सापेक्ष भी राकेट के वेग को ध्यान में रखना 
पड़ेगा। यह वेग शून्य के बराबर नहीं है, क्‍योंकि खुद चांद पृथ्वी 
के गिद ।]0॥/5 वेग से चलता रहेवा है। इसलिये चांद के सापेक्ष 
राकेट की गति इतनी बड़ी है कि चांद श्रपने गुरुत्वाकर्षण-वर्तुल के 
पास राकेट के पहुँचने के पहले ही उसकी गति को इतना प्रभावित 
करने लगता है, कि उसकी उपेक्षा नहीं की जा सकती। आकाशीय 
प्रक्षेपिकी में चांद के गुरुत्वाकर्षण की गणना उसी क्षण से शुरू हो 
जाती है, जब राकेट चांद के तथाकथित कार्य-क्षेत्र में प्रविष्ट हो जाता 
है, जिसकी वरिज्या 66000|॥ है। यहां से चांद के सापेक्ष राकेट 
की गति के अध्ययन में पार्थिव गुरुत्वाकर्षण की पूरी तरह उपेक्षा की 
जा सकती है। सिफ इस बात को ठीक से ध्यान में रखना होगा 
कि राकेट किस वेग से (चांद के सापेक्ष ) चांद के कार्यक्षेत्र में प्रविष्ट 
दोता है। इसीलिये स्वाभाविक है कि राकेट को ऐसे पथ पर भेजना 
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पड़ता है कि चांद के कायें-क्षेत्र में प्रवेश के क्षण चांद के सापेक्ष उसका 
वेग सीधा चांद की ओर निर्दिष्ट हो। इसके लिये काये-क्षेत्र को राकेट 
के ठीक सामने होना चाहिये। इस तरह हम देखते हैं कि चांद पर 
राकेट से निशाना लगाना इतना श्रासान काम नहीं है, जितना 84 000 
(7) व्यास वाले गोले पर निशाना लगाने में होना चाहिये था। 


४ कठिन प्रश्न 


बोग्दानोव-बेलस्की का “कठिन प्रश्न” नामक चित्र बहुतों ने देखा 
होगा , लेकिन चित्र में दिखाये गये “कठिन प्रश्न” पर बहुत कम लोगों 
ने गौर किया होगा। प्रश्त एक मौखिक कलन है: 

02-|-2-|-]22-|-]32-|42 _9 
365 ' 

प्रश्" सचमुच कठिन है। लेकिन उस शिक्षक के शिष्य इसे सरल- 
तापुवंक हल कर लेते थे, जिनसे चित्र के शिक्षक का चेहरा मिलता- 
जूलता है । ये प्रकतिविज्ञानों के प्रोफेसर से० राछींस्की हैं, जो विश्व- 
विद्यालय छोड़कर गाँव के स्कूल में बच्चों को पढ़ाने लगे थे। प्रतिभा- 
वान शिक्षक संख्याओं के गुणों पर आधारित मौखिक कलन का अभ्यास 
कराते थे। संख्या 0, ।], 2, 3, [4 में निम्न गुण है: 

0* -- ]2 -- [22-- |32 -|- 42, 

चुंकि 00 -- ]2 -) 44--365 है, इसलिये आसानी से हिसाब 
लगा सकते हैं कि बोर्ड पर लिखे प्रश्न का उत्तर 2 है। 

* बींजगणित ऐसे साधन प्रस्तुत करता है , जिनकी सहायता से हमसंख्या-क्रम 
की इस विशेषता के प्रश्न को अधिफ व्यापक रूप में रख सकते हैं: 
क्या पाँच क्रमिक संख्याओं की यह एकमात्र कतार है, जिसमें प्रथम 
तीन संख्याओं के वर्गों का योग अंतिम दो संख्याओ्रों के वर्गों के योग 
के बराबर होता है, या नहीं? 
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2 222. | | | “//१८८/४१८० ज्ख्ु 
ह 2७22 “टी ४ 
वा 


| 4 44 4! | 
224 ५4222 ॥ ॥ मल 


पे छा 


जज 


| १८ 
्ज 6 


१] हु नक्शे 


त़ है ॥ै 


रू 


४५ ८ 
'७०(६/८+ 
'। कक पतन 3 


चित्र 9 


हल 
प्रथम इष्ट संख्या को £ मानने पर समीकरण बनता है: 


४7--(४-)7+ (४-2) (४--3)*-+- (४+- 4) 
लेकिन < से प्रथम संख्या को नहीं, दूसरी संख्या को द्योतित 
करना अधिक सुविधाजनक रहेगा। इससे समीकरण का रूए सरल 
हो जायेगा: 
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(४-- )* +- ४? -- (४ -+- )2-- (४ +- 2)*-+- (४ +- 3)*. 
कोष्ठक खोलकर सरल करने पर: 
४०2 --- ]0.. --- |[ -- 0, 


जिससे 
४-55--)“ 25--]]; #त-]], ४,/८---. 


इसलिये इष्ट गुण रखने वाले दो संख्या-क्रम हैं: 


राछींस्की का 

]0, [], 42, 3, 4 
और क्रम 

9: 3) री 0 “या 0 
क्योंकि 

(-- 2)?--(-- )?-|-0*-- १-.-2%, 
कौनसी संख्याएं 
प्रश्न 


तीन क्रमिक संख्याएं ढूंढें , जिनमें बीच वाले का वें बाकी के गुणन- 
फल से | अधिक हो। 
हल 
यदि प्रथम इष्ट संख्या » है, तो समीकरण का रूप होगा 


(४--)2--४(४--2)--4. 
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विकोष्ठन के बाद समिका मिलती है: 
४१-]-2.-|- ] ->४?-|-22-- |, 


जिससे » का मान निर्धारित करना संभव नहीं है। इसका मतलब 
है कि हमारी समिका एक तादात्म्य है; वह उसमें उपस्थित वर्णो 
के किसी भी मान के लिये सत्य है, न कि सिर्फ कुछ मानों के लिये 
ही, जैसा कि समीकरणों में" होता है। अत: कोई भी तीन क्रमिक 
संख्याएं प्रश्न की शर्त पूरा कर सकती हैं। सचमच , आप कोई भी 
तीन क्रमिक संख्याएं ले लीजिये, जैसे 


[/3: “॥0 ॥ 9५ 


हम देख सकते हैं कि 
8० --- [7.9: -324 -323-.- |. 


इस तरह के संबंध की अनिवायंता और भी स्पष्ट नजर आयेगी , 
यदि आप < से दूसरी संख्या को द्योतित करेंगे। इस स्थिति में आपको 
समिका मिलेगी: 

४४ -- | -- (४-|- ])(४ - - 


जो स्पष्टत: एक तादात्म्य है ( तादात्म्य को समात्मिका भी कहते हैं )। 


ग्रध्याय 7 


ग्धिकतम और अल्पतम मान 


इरा अध्याय में हम बहुत ही रोचक प्रकार के प्रश्न प्रस्तुत कर 
रहे हैं, जो किसी राशि के अधिकतम या अल्पतम मानों की खोज 
से संबंधित हैं। इन्हें कई विधियों से हल किया जा सकता है, जिनमें 
से एक के साथ हम आपका परिचय करायेंगे। 

रूसी गणितज्ञ चेबीशेव ने अपनी कृति “भौगोलिक मान-चित्र ” 
में लिखा था कि विज्ञान में वे विधियां विशेष रूप से महत्त्वपूर्ण हैं, 
जो झादमी के व्यावहारिक कार्यकलापों की एक सर्वेसामान्य समस्या 
हल कर सकती हैं: साधनों का किस तरह से उपयोग किया जाये कि 
लाभ श्रधिकतम हो। 


दो रेलगाड़ियां 


प्रश्न 


दो रेलपथ एक-दूसरे को समकोण पर काटते हैं। कटान-बिन्दु 
की ओर इन पथों पर दो रेलगाड़ियां एक साथ चली हैं: एक गाड़ी 
कटान-बिन्दु से 400॥ दूर स्थित स्टेशन से और दूसरी - कटान-बिन्दु 
से 500 दूर स्थितः स्टेशन से। पहली गाड़ी प्रति मिनट 800॥ चल 
रही है और दूसरी गाड़ी प्रति मिनट 6007 चल रही है। 
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प्रस्थान-क्षण के कितने मिनट बाद दोनों के इंजन एक-दूसरे से 
भ्रल्पतम दूरी पर आये होंगे ? इस दूरी का मान क्‍या होगा? 


हल 


रेलगाड़ियों की गति का आरेख खींचते हैं। मान लें कि 48 
झौर ८।? दो पथ हैं, जो बिन्दु ० पर एक दूसरे को काटते हैं ( चित्र 
20 )। बिन्दु 0 से 400॥ की दूरी पर स्टेशन 8 है और 50'था 
की दूरी पर स्टैशन /2 है। यह भी मान लें कि & मिनट बाद इंजन 
एक-दूसरे से अल्पतम दूरी ///४--४१ पर आते हैं। 8 से चली गाड़ी 
इस क्षण तक पथ 8//--0.8४ दूरी करती है। भ्रत: 00॥--40 -- 


चित्र 20 चित्र 2 


-- 0.8: है। ठीक इसी तरह ज्ञात करते हैं कि 0//-50-- 0.6» है । 
पीथागोरस के साध्य से 


04/४--/४-- |/ 0॥/%-]-00४५ --/ (40 -- 0.8.)*--(50 -- 0.6.2* 


समीकरण 
॥7-- |“. (40 -- 0.82)2-- (50 -- 0.6.0* 
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केदोनों पक्षों का वर्ग लेने पर: 
४2 -. |24.2-|- 4 00 --- #४-- 0. 


इस समीकरण को < के सापेक्ष हल करते हैं, जिससे : 
४--652--]/ #/2-- 256 . 


चूंकि » से हम बीते हुए मिनटों की संख्या द्योतित कर रहे हैं, 
इसलिये वह काल्पनिक नहीं हो सकता, गर्थात्‌ ॥४ै7--- 256 कोई 
धनात्मक राशि ही हो सकता है या शून्य के बराबर हो सकता है। 
अंतिम स्थिति # के अल्पतम मान के अनुरूप है, अ्रत: 


#77--256 ग्रर्थात्‌ू ॥॥5-6. 


स्पष्ट है कि #/ का मान 6 से कम नहीं हो सकता, अन्यथा 
४ का साले काल्पनिक हो जायेगा। और /#7*--- 256--0 होने पर 
४--02 मिलता है। 

इस प्रकार, दोनों इंजन 62 मिनट बाद एक-दूसरे के सबसे नज- 
दीक आयेंगे और इस क्षण उनकी आपसी दूरी 6!0॥ होगी। 

ग्रब निर्धारित करते हैं कि इस क्षण वे कहां स्थित हैं। पहले 
लंबाई 00॥ का कलन करते हैं: 


40 --- 62 . 0.8 -+--- 9.6. 


ऋण चिन्ह का अर्थ है कि इंजन कटान-बिन्दु पार करके 9.6! 
दूर चल चुका होगा। दूरी ०४ है 


50 --- 62 : 0.0--2.8, 
ग्र्थात्‌ दूसरा इंजन कटान-बिन्दु से 2.8!0 तक ही पहुँचा होगा। 
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इंजनों की स्थितियां चित्र 2] में दिखायी गयी हैं। आप देख रहे 
हैं कि वे ऐसी नहीं हैं, जैसा हम प्रश्न हल करने के पहले सोच रहे 
थे। समीकरण पर्याप्त 'सहनशील ” निकला - उसने आरेख गलत होने 
पर भी उत्तर बिल्कुल सही दिया। ऐसी 'सहनशीलता ” कहां से आयी ? 
-जाहिर है कि चिन्हों के बीजगणितीय नियमों से। 


हाल्ट कहां बने ? 


नाना जज कि 7 पल अं ए ट--:_-++ न 


भश्न 


ऋजु रेलपथ से 2007 हटकर एक गाँव 8 है। रेलगाड़ी का 
हाल्ट ८ कहां बनाया जाये कि स्टेशन 4 से 8 तक पहुँचने में रेल- 


किक शक | हट दो आए .#क | + ४८ पड हक 2 


चित्र 22 


पथ 4८ और सड़क (४2 पर कुल मिलाकर अल्पतम समय खर्च हो? 
रेलपथ पर वेग प्रति मिनट 0.8|7 है और सड़क पर प्रति मिनट 
0.2[0॥ है। 
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हल 

/ से 72 (472 पर लंब 8/ के आधार-बिन्दु ) की दूरी 4/ 

को ८ से द्योतित करते हैं और ८।2 को « से। तब 4८-- 4/7 --- ८7०+-- 

0--»४ होगा और| ८8-॥ ८४१---8/7*- |// ४*--20* होगा। 
पथ /<८ तय करने में रेलगाड़ी को समय लगता है- 


4८ __ 4-४ 
0.8 0.8 


पड़क ८3 तय करने में समय लगता है- 


८8 _ 24 22-- 202 
0.2 0.2... 


4 से 8 तक पहुँचने में कुल समय लगेगा: 
4-- ४ , / ४४--20» 


0.8 0.2 
इस योगफल को /#7 से द्योतित करते हैं; इसे श्रल्पततम होना चाहिये । 
समीकरण 
ध “75, ॥ #+20/ 
0.8 0.2 
को निंम्न रूप में लिखते हैं: 
_ ४ ४ उनका व शक. 
0.8 0.2 0.8 


दोनों पक्षों में 0.8 से गुणा] करने पर: 
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--+- ४४-+-4 ॥/ 2? -+-20%* --0.8#॥ -- 4. 


0.8॥--6 को / से द्योतित करके मूल के चिन्ह से छुटकारा 
पाने .पर निम्न वर्ग-समीकरण मिलेगा: 


]5.02 -- 2/.2--- 6400 -- #2-- 0, 
जिससे 


२- /+7“ 662--96000 
]5 ह 


चुंकि /--0.8॥ -- & है, इसलिये #॥ का मान अल्पतम होने पर 
४ का मान भी अल्पतम होता है, और इसका विलोम । ”? लेकिन » 
का. मान वास्तविक हो, इसके लिये जरूरी है कि 6// का मान 
96000 से कम न हो। इसका मतलब है कि 6/2 का अल्पतम मान 
96000 है। गअ्रतः #! अल्पतम होगा , जब 


6/*-- 96000, 
जिससे 
/5-- |“ 6000 ,. 
इसीलिये 
२ “0 _ | 6000 गा 
85 5 


!) यह ध्यान में रखना चाहिये कि #:>0, क्‍योंकि 
0,8॥/7-- ६ -- ४--4॥ ४१-- 20% >>4-- ४-+-%४८- 6. 
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लंबाई ८८- 472 चाहे जी हो , हाल्ट को बिन्दु /0 से करीब 5!ध॥ दूर 
बनाना चाहिये। पु 

एक बात और । जाहिर है कि हमारा प्रश्न तभी अथर्थपूर्ण होगा, 
जब ४ < 4 होगा, क्योंकि समीकरण बनाते वक्‍त हमने 6--<& को 
धनात्मक संख्या मानी थी। 

यदि ४5--०८४59.]6 है, तो हाल्ट बनाने की जरूरत ही नहीं 
है, सड़क सीधा 4 से 8 तक बनानी होगी। यदि दूरी ८ का मान 
5.460॥ से कम होगा, तब भी यही करना होगा। 

लेकिन इस बार हम समीकरण से अ्रधिक समझदार निकले। यदि 
हम अंधाधंंध समीकरण की बात मान लेते, तो हमें विचाराधीन स्थिति 
में हाल्ट स्टेशन 4 के पार बनाना पड़ता, जो बिल्कुल ही निरर्थक 
क्‍ है: इस स्थिति में ४>4, इसलिये रेलपथ तय करने में व्यय समय 


० 
0.8 


ऋणात्मक है। उदाहरण शिक्षाप्रद है, क्योंकि यह दिखाता है कि गणि- 
तीय विधियों का उपयोग करते वक्‍त प्राप्त परिणाम की व्याख्या सोच- 
समझ कर करनी चाहिये ; यह याद रखना चाहिये कि कोई भी गणि- 
तीय विधि जिन पूव॑मान्यताश्रों पर श्राधारित होती है, उनकी पृुत्ति 
नहीं होने पर परिणाम वास्तविक श्रर्थ खो बैठते हैं। | 


सड़क कंसे बनायो जाये? 
प्रश्न 


नदी के किनारे एक शहर 4 से धारा की दिशा में 6 किलोमीटर 
दूर और तट से ८ किलोमीटर दूर एक शहर 28 है (चित्र 23 )। शहर 
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9 से तट की ओर सड़क कैसे बनायी जाये कि / तक माल ढोने में 
अल्पतम खर्चे लगे? नदी पर प्रति टन-किलोमीटर ढलाई का खर्चे 
सड़क पर ढुलाई से दुगुना कम है। 


हल 


दूरी 47 को » से और सड़क की लंबाई /28 को ४ से द्योतित 
करते हैं; पूवेमान्यता के अनुसार लंबाई 4८ बराबर ८ है और लबाई 
8८ बराबर 4 है। 
चूंकि सड़क पर ढुलाई-खर्च दो गुना महंगा है, इसलिये योगफल 
४-]- 20 


को प्रश्न की मांग के अनुसार अल्पतम होना चाहिये। इस अल्पतम 
मान को ॥#£ से द्योतित करते हैं। समीकरण बनता है: 


४ +- 2॥/55/7. 
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लेकिन ४5-६८ -- 0८, 0८--]/ ४९-८१ ; इसलिये हमारे समोकरण का 
रूप होगा: 
4-- ४१ -- 4१ -।- 2॥/-- ८; 
या, मूल के चिन्ह से छुटकारा पाने पर: 
397 ---- 4(# --- 4)४-- (४४ -- 4)? -- ४?<- 0. 


इसे हल करते हैं ० 
हक हू (४४-79) + न 


/ का मान वास्तविक हो, इसके लिये जरूरी है कि (॥४-- 4)* 
का मान 362 से कम न हो। (॥--4)* का अल्पतम मान 36 के 


बराबर है, गअ्रत: 


॥-- 4 नदी” 3. | पे न हम कक ग डे ; 


8 ८ 870८-48 : ४, श्रर्थात्‌ 


486 2 मं हि-: + य े 22 3 च्नद / 3 
9 


न्‍4त-+--ननननमन-क-+किनननन-क3ल्‍तन-«-मन-न 
७ 


ठे 2 

पर जिस कोण की ज्या बी के बराबर है, उसका मान 60" 
है। इसका मतलब है कि दूरी 4८ चाहे जो भी हो, सड़क नदी के 
साथ 60? के कोण पर बनानी चाहिये। 


यहां भी उसी विशेषता से पाला पड़ रहा है, जिससे पिछले प्रश्न 
में पड़ा था। हल सिर्फ नियत परिस्थितियों में श्र्थ रखता है। यदि 
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शहर 28 की स्थिति ऐसी हो कि वहां से तट के साथ 60? के कोण 
पर बनी सड़क नदी के साथ शहर 4 के दूसरी तरफ मिले, तो हल 
का कोई उपयोग नहीं रहेगा; ऐसी स्थिति में शहर 4 को शहर 
2 के साथ सीधा सड़क से ही जोड़ना चाहिये, नदी का उपयोग नहीं 
करना चाहिये। 


गुणनफल कब अ्रधिकतम होता है 


' उच्चिष्ठ और निम्निष्ठ “, अर्थात अधिकतम और निम्नतम 
( अल्पतम ) मान ढूंढ़ने से संबंधिद अनेक प्रश्नों के हल में एक बीज- 
गणितीय साध्य का सफलतापूर्वक प्रयोग किया जा सकता है, जिससे 
हम आपका परिचय कराने जा रहे हैं। निम्न प्रश्न देखें: 


प्रश्न 


प्रत्त संख्या को किस तरह दो खंडों में बाँठा जाये कि उनका 
गुणनफल अ्रधिकतम हो? 


हल 
मान लें कि प्रत्त संख्या 4 है। जिन दो खंडों में इसे बाँटा गया 
है, उन्हें निम्न रूप में व्यक्त कर सकते हैं: 
ध्जा और ठछ्यड 
संख्या < दिखाती है कि ये खंड संख्या ८ के आधे से कितना अंतर 
रखते हैं। दोनों खडों का गुणनफल है: 
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स्पष्ट है कि लिये गये खंडों का गुणनफल उतना ही श्रधिक होगा , 
जितना » का मान कम होगा , अर्थात्‌ जितना इन खंडों का अंतर कम 


होगा। अधिक गुणनफल तब मिलता है, जब »5८८०0० होता है, अर्थात्‌ 
(/। 


जब दोनों ही खंड -ठ5 के बराबर होते हैं। 

इस प्रकार, संख्या को आधा-आ्रधा बाँटना चाहिये ; स्थिर योगफल 
रखने वाली दो राशियों का गुणनफल तभी अधिकतम होता है, जब 
वे आपस में बराबर होती हैं। 

अब यही प्रश्न तीन राशियों के लिये देखें। 


भ्श्न 


प्रत्त संख्या को तीन खंडों में किस तरह बाँटा जाये कि उनका 
गुणनफल अधिकतम हो ? 


हल 


इस प्रश्न के हल में पिछले का सहारा लेंगे। 
मान लें कि 4 को तीन खंडों में बाँठ दिया गया है। पहले यह 


मानें कि एक भी खंड -5- के बराबर नहीं है! तब उनके बीच एक 
(84 


खंड जरूर होगा , जो 5 से बड़ा हो (तीनों खंड -6दुः से कम नहीं हो 
सकते ) ; इसे निम्न व्यंजन से व्यक्त करते हैं: 


ध 
हु 


शक 2] 


इसी तरह , -ु: से छोटा खंड भी जरूर होगा ; इसे निम्न व्यंजन 
से व्यक्त करते हैं: 
ह 4 
संख्याएं < और ४ घनात्मक हैं। तीसरा खंड जाहिर है कि निम्न के 
बराबर होगा: 
(44 
ग्ठ्ठ -# 5 


संख्या 5: और -5:+ ४-9 का योगफल उतना ही है जितना 
4 के प्रथम दो खंडों का, और उनका अंतर, श्रर्थात्‌ ४--%, प्रथम 
दो खंडों के अंतर (४--४) से कम है। प्रतः पिछले प्रश्न के 


भ्राधार पर हम यहां भी निष्कर्ष निकालते हैं कि गुणनफल 
(#। (4 


ग्रधिक है, बनिस्बत कि संख्या 4 के प्रथम दो खंडों का गरुणनफल। 
इस प्रकार, यदि संख्या 4८ के प्रथम दो खंडों की जगह संख्याएं 


४ ४4 


ली जायें और तीसरे खंड को ज्यों का त्यों रखा जाये, तो गुणनफल 
का मान कुछ अधिक होगा। 
ले न ( 
अग्रब मान लें कि एक खंड -ठ के बराबर ही है। तब अन्य दो 
का रूप होगा 


प्र ध 
जुट और 7८ 
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यदि हम दो अंतिम खंडों को के बराबर कर दें ( इससे उनका 
योगफल नहीं बदलेगा ), तो गुणनफल फिर बढ़ जायेगा श्रौर उसका 
मान होगा: 
4. 
3 
निष्कषें: यदि संख्या 4 को तीन असमान खंडों में तोड़ा जाये, 
तो इन खंडों का गुणनफल व्यंजन ही से कम होगा, जो योगफल 
में संख्या 6 देने वाले तीन, समान गुणकों का गुणनफल है। 
यह साध्य इसी विधि से चार, पाँच, छे आदि गुणकों के लिये 
भी सिद्ध किया जा सकता है। रा 
ग्रब. एक अधिक व्यापक स्थिति देखते हैं: 


प्रश्न 


४ और ४ के किन मानों के लिये व्यंजन <”५१९ का मान 
झअधिकतम होगा, यदि ४-- ४८८० है? 


हल 
ज्ञात करना है कि ४ के किस मान के लिये व्यंजन 
>(6-- 3)" 
का मान अधिकतम होता है। 
इस व्यंजन में संख्या 
नया व्यंजन मिलता है 


से गुणा करते हैं, जिससे एक 


224१9 
(६-- 2) 
7 
23 


जो आरंभिक व्यंजन के साथ-साथ खुद भी अ्रधिकतम मान ग्रहण करता 


है। 


ग्रब॒ इस व्यंजन को निम्न रूप में लिखते हैं: 


झ, 4-2 | 4-४ , 4--४ 


इन सभी गुणनखंडों का योगफल संख्या ८ के बराबर है, श्रर्थात्‌ 
एक स्थिर राशि है- 


4 _ ध--< ०-झड । 4-४ | _- 
हा इक का कु 2 पे आम -+ सन हा न्त न्‍ गा 


सकमाककाके. ९-->०-- सका साय ननननझनागानाय हध्दााामारकपनाी, 


? बार 


९ पा, दा * आया 


4 बार 


--?* । ५(८-:) __ कप 
कप है ४ौ-ै-4-- २४5८-६ 


पिछले प्रश्नों में सिद्ध किया जा चुका है कि गुणनफल 


« ४ | 9-अ | 9-४ 


भ्रपता उच्चतम मान ग्रहण करता है, जब इसके सभी गृणक झ्ापस 
में बराबर होते हैं, श्रर्थात्‌ जब 


# 4 ६-- 


चूँकि ८--%४5--४ है, इसलिये इस श्रनुपात के पदों का स्थान 
बदलने पर : 


निष्कर्ष : योगफल ४-9४ स्थिर होने पर गुणनफल ४ का 
मान अधिकतम तभी होता है, जब ४:४८" /:4 होता है। 

इसी तरह हम यह भी सिद्ध कर सकते हैं कि स्थिर योगफल 
४-+-9४+०2 <४+४+-2+/, झादि के लिये गुणनफल - 


४१॥/२2, ४४९०४/८, आदि 
के मान निम्न स्थिति में अधिकतम होते हैं: 
४:४:25८-०:4१:7/, ४:॥/:2:7/-/: 4:/:४ आदि। 


योगफल कब श्रल्पतम होता है? 


उपयोग बीजगणितीय साध्य प्रमाणित करने में अपनी शक्ति की 
परीक्षा के इच्छुक पाठक निम्न प्रमेय सिद्ध कर सकते हैं: 

[. स्थिर गृणनफल देने वाली दो संख्याओं का योगफल तभी 
गअल्पतम होता है, जब वे बराबर होती हैं। 

जेसे, गुणनफल 36 के लिये: 4--95--3, 3-- 2--5, 
2-- 8--20, |-- 36--37; लेकिन 6+-6"-2 सबसे छोटा 
योगफल है। 

2. स्थिर गुणनफल देने वाली कई संख्याप्रों का योगफल तभी 
अल्पतम होता है, जब वे बराबर होती हैं। 

उदाहरणार्थें, गुणनफल 2]6 के लिये: 3-+2--6+--2, 
2-- 8 -। 6--26, 9--6-+-45--9 ; लेकिक 6--6-+ 65--8 
सबसे छोटा योगफल है। 

नीचे दिये गये उदाहरणों में दिखाया गया है कि इन साध्यों का 
उषयोग कैसे होता है। 
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प्रधिकततम श्रायतन का टुकड़ा 


अ्श्न 


बेलनाकार लकड़ी से अधिकतम आयतन का एक आयताकार 
झनुप्रस्थ काट वाला छड़ बनाना है ( चित्र 24 )। अनुप्रस्थ काट की 
मापें कसी होंगी ? 


हल 


यदि आयताकार अनु प्रस्थ काट की भुजाएं .. और ४ हैं, तो पीथागोरस- 
साध्य के अनुसार द 
2 ही (४ -- ६2 
होगा, जहां ८ बेलन का व्यास है। छड़ का आयतन तभी अभ्रधिकतम 
होगा , जब उसके गअन॒प्रस्थ काट का क्षेत्रफल अधिकतम होगा, श्रर्थात्‌ 
जब ४ का मान अधिकतम' होंगा। लेकिन यदि 9, श्रधिकतम होगा 
तो गृणनफल ४2४१ भी अधिकतम होगा। चूंकि योगफल »&*.-- ४ 
अपरिवर्तित रहता है, इसलिये, जेंसा कि ऊपर सिद्ध किया जा चुका 
है, गुणनफल ४४१ तभी अधिकतम होगा, जब निम्न स्थिति होगी: 


26 


४2--8/४ या ४८-5४: 


ग्रत: अनुप्रस्थ काट वर्गाकार होना चाहिये। 


जमीन के दो टुकड़े 


भश्न 


[. समकोण चतुर्भुज टुकड़े का आकार कंसा हो कि उसके प्रत्त क्षेत्रफल 
के लिये उसके बाड़े की लंबाई अल्पतम हो ? 

2. समकोण चतुर्भुज टुकड़े का आकार कैसा हो कि उसके बाड़े 
की प्रत्त लंबाई के लिये उसका क्षेत्रफल अभ्रधिकतम हो? 


हल 


. समकोण चतुभुज टुकड़े का आकार उसकी भुजाओ्ों » तथा 9 
के अनुपात पर निर्भर करता है। < तथा ४ भजाओ्रों वाले टकड़ें का 
क्षेत्रफल ४ के बराबर है और उसकी बाड़ की लंबाई 2£४-- 29 है। 
बाड़ की लंबाई अल्पतम होगी, यदि ४--9# का मान अल्पतम होगा। 

गूणनफल ४ स्थिर होने पर योगफल <४-+9४ तभी अल्पतम 
होता है, जब <--४ होता है। अतः टुकड़े का इष्ट श्राकार वर्ग है। 

2. यदि समकोण चतुभुज की भुजाएं ४ और ४ हैं, तो उसकी बाड़ की 
लंबाई 2£/-+- 29 है और उसका क्षेत्रफल 2४ है। यह गृुणनफल तभी 
ग्रधिकततम होगा, जब गृणनफल 4»४, अर्थात्‌ 2४-22 अधिकतम 
होगा ; अंतिम गुणनफल तभी अधिकतम हो सकता है (उसके गुणकों 
का योगफल 2:£--29 स्थिर होने पर ), जब 2%5"-29 होता है, 
अर्थात्‌ जब टुकडा वर्गाकार होता है। 


2[7 


अरब हम वर्ग के ज्ञात गुणों में एक और गृण जोड़ सकते हैं: 
वैत्षफल प्रत्त होने पर समकोण चतुर्भुजों में! सिर्फ वर्ग की परिमिति 
पल्पतम होती है और परिमिति प्रत्त होने पर सिर्फ वर्ग का क्षेत्रफल 
प्रधिकततम होता है। 


वृत्तखंड रूपी पतंग की मापें इस प्रकार चुननी हैं कि दी हुई 
परिमिति के लिये उसका क्षेत्रफल अधिकतम हो। कैसा होगा यह खंड? 


हल 


प्रश् को और शुद्ध रूप में व्यक्त किया जाये, तो हमें यह ज्ञात 
करना है कि वत्तखंड के चाप की लंबाई और उसकी त्रिज्या के किस 
अनुपात पर उसका क्षेत्रफल अधिकतम होगा ( यदि परिमिति पहले से 
निश्चित है )। 

वृत्खंड की तिज्या & और चाप ४ से द्योतित करने पर उसकी 
परिमिति / और क्षेत्रफल <& निम्न रूप में व्यक्त होंगे (चिव 25 ): 


(--2.:-- ४, 
__ ४४ __ 2(/--220) 
है. ठ 


४ के जिस मान पर राशि 5७ अधिकतम होती है, गुणनफल 
2.(/-- 22) , श्रर्थात्‌ चोगुना क्षेत्रफल भी ४ के उसी मान पर 
भ्रधिकतम होता है। चूंकि गुणकों का योगफल 2< + (/-- 22) 5"5४ 


28 


स्थिर राशि है, इसलिये गुणनफल तभी अधिकतम होगा , जब 2-४ -- ४» 
होगा , जिससे 


इस प्रकार, दी हुई परिमिति के लिये वृत्तखंड का क्षेत्रफल तभी 
प्रधिकततम होता है, जब उसकी तिज्या उसके चाप की आधी होती 
है ( अर्थात्‌ जब चाप की लंबाई दोनों तद्िज्याओं के योगफल के बराबर 


चित्र 25 


होती है ,या जब परिमिति के वक्र भाग की लंबाई टूटी रेखा की लंबाई 
के बराबर होती है )। वृत्तखंड का कोण 5” या दो रेडियन है। 
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पतंग कैसा उड़ेगा - यह एक अलग प्रश्न है, जो हमारे विषय से बाहर 


है। 


घर का जोर्णोड़्ार 


प्रश्न 


ध्वस्त घर की जगह , जहां सिर्फ एक दीवार बची है नया घर 
बनाना है। बची दीवार की लंबाई |श/॥ है। नये घर का क्षेत्रफल 
]]2772 होना चाहिये। खर्च के दर इस प्रकार हैं: 

!) प्रति मीटर दीवार की मरम्मत का मूल्य प्रति मीटर नयी 
दीवार के मूल्य का 25% है। 

2) प्रति मीटर पुरानी दीवार तोड़कर प्राप्त पुरानी सामग्री से नयी 
दीवार बनाने पर खर्च नयी सामग्री से प्रति मीटर नयी दीवार बनाने 
के खर्च का 50% है। 

इन परिस्थितियों में बची दीवार का किस तरह उपयोग किया 
जाये कि लाभ अधिकतम हो? 


हल 


मान लें कि पुरानी दीवार का < मीटर सुरक्षित रखा जाता है; 
इसकी मरम्मत की जाती है। इसका |2--< मीटर तोड़ दिया जाता 
है, ताकि प्राप्त पुरानी सामग्री का उपयोग घर की नयी दीवार बनाने 
में किया जाये (चित्न 26 )। यदि “नयी सामग्री से प्रति मीटर दीवार 


८ € धर्ड 
बनाने का खर्च ८ है, तो & मीटर की मरम्मत का खर्च -य है; 


[2--% मीटर दीवार पुरानी सामग्री से बनाने में खर्चे शक 
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होमा ; इस दोवार का बाकी भाग बनाने में ०(४--(]2--&)|] , 
ग्र्थाता ४(४--४--2) ख््च होगा; तीसरी दीवार बनाने का 
ख्च॑ 4.४ और चौथी दीवार बनाने का खर्चे ८५ है। कुल खर्च होगा 


श्र ला कक -+4(४+< -- 2) -|- 4.४ -+ 68 +- 


--2(72-89) __ 604. 
4 


अंतिम व्यंजन का मान अल्पतम तब होता है, जब योगफल 7४ -- 8॥/ 
का मान अल्पतम होता है। 


है 
। 
बह 


चित्र 26 


हम जानते हैं कि घर का क्षेत्रफल <9 का मान 2 है, ग्रतः 
7४-895-56 - 2, 
यह गुणनफल स्थिर होने के कारण योगफल 7»--8४ तभी 
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शग्रल्पतम होगा, जब 7-82 होगा, जिससे 


7 
या जा 


9 का यह व्यंजन समीकरण ४४८--2 में रखने पर 
हु ४2--]2, ४--“ 28 ».3. 

चूंकि बची दीवार की लंबाई 2# है, तो इसमें से 0.7#8 तोड़कर 
नयी दीवार में लगाना होगा। 


फुलवारी 


प्रश्न 


फ्‌लवारी एक तरफ पुरानी बाड़ से घिरी है, बाकी तीन तरफ 
से भी उसे घेरना है, पर सामग्री इतनी ही है कि सिर्फ / मीटर 
बाड़ तैयार हो सकती है। कैसे बाड़ बनायी जाये कि फुलवारी का 
क्षेत्रणल अधिकतम हो? 


हल 
मान लें कि बाड़ के सहारे फूलवारी की इष्ट लंबाई ४ है और चौड़ाई 
9 है (चित्र 272)। तब इसे घेरने के लिये ४-27 मीटर लंबी 
बाड़ चाहिये और 
<--26/5-/ 
होना चाहिये। 
फुलवारी का क्षेत्रफल है: 
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७ ००२६/७-७४(/ -- 297. 
इसका मान जब महत्तम होता है, तब निम्न राशि का मान भी महत्तम 
होता है: 
20(/ --- ९४). 
यह ( दुगुना क्षेत्रफल ) दो राशियों का गृुणनफल है, जिनका योगफल 


/ स्थिर है, अतः: यह गुणनफल तभी अ्रधिकतम होगा, जब निम्न 
स्थिति होगी : 


चित्र 27 


। 4 
जिससे ४5८८यथु» ४5२८--2४७७ व. 


अन्य शब्दों में, ४5-29, श्रर्थात्‌ लंबाई को चौड़ाई से दुगुनी 
होनी चाहिये। 
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नालो का श्रधिकतम श्रनुप्रस्थ काट 


ननन+गमबनक पनियननानियननी-ननन न निनना--लनननग का नन- न भा जनम-म-मंनीन- + "नमन जनम काल - >> लननत+$ तधनननानिजओथओ। -ञशदणणिश»मयओओमनयमझ यथतणझणणाज-+33+9 


धातु के आयताकार चदरे (चित्र 28 ) को मोड़कर नाली बनानी 
है, जिसके अनुप्रस्थ काट की आकृति समलंब चतुर्भूेज हो। यह कई 


५ रे जु 
चित्र 29 


चित्र 28 चित्र 30 


तरह से किया जा सकता है (दे० चित्र 29 )। बगल की पट्टयां 
कितनी चौड़ी ली जायें और उन्हें किस कोण पर मोड़ा जाये कि नाली 
के अनुप्रस्थ काट का क्षेत्रफल अधिकतम हो (चित्र 30 ) ? 


हल 


मान लें कि चदरे की चौड़ाई / है। मोड़ी जाने वाली बगल की 
पट्टियों की चौड़ाई & और नाली के तल की चोड़ाई 9 मान लेते हैं। 
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एक और अज्ञात राशि 2 लेते हैं, जिसका श्रर्थ चित्न 3] से स्पष्ट 
हो जाता है। 


नाली के समलंब चतुर्भज रूपी अनुप्रस्थ काट का क्षेत्रफल होगा 


6-0 ना ता है ७१ -.. 22 --]/ (४--2)१४१ -- 2»). 


प्रश यह है कि ४, 9, 2 के ऐसे मान ज्ञात किये जायें कि 5 
का मान अधिकतम मिले ; इसमें योगफल 2:--.9 ( भ्रर्थात्‌ चदरे की 
चौड़ाई / ) स्थिर है। रूपांतरण के बाद 


७१००(४+०)(४--०)(४ -- »). 


52 का मान ४, ४, 2 के उन्हीं मानों से अधिकतम होता है, 
जिनसे 35* का, जिसे निम्न गुणन के रूप में लिख सकते हैं: 


(४+2)(४+-2)(४+-2)(3४ -- 32). 
इन चार गृुणकों का योगफल स्थिर है: 
॥४-+2--॥-+-2--<2+ 2+-3.८ --- 32 -- 2॥/-|- 4.४ -- 2/. 


ग्रतः चारों गुणकों का गृुणनफल तभी अधिकतम होगा, जब ये आपस 


5--862 ००5 


में बराबर होंगे, भ्रर्थात्‌ जब 
५४-2८-४+थ और >४-+ 25८८3 --- 32 
होगा। प्रथम समीकरण से: 


4552, 
गौर चूंकि ४-2४5"-/, इसलिये &नन्कचल्त हे 


दूसरे समीकरण से: 


अ्रब चूंकि संलंब 2 कर्ण & का आधा है ( चित्र 3] ), इसलिये इस 
संलंब के सामने का कोण 30? के बराबर है और नाली की पाश्वं 
दीवारें पेंदी के साथ 907 -- 30?--20? का कोण बनाती हैं 

इस प्रकार, नाली का' अनुप्रस्थ काट तब अधिकतम होगा, जब 
उसकी किनारियां नियमित षटकोण की तीन संलग्न भुजाओों की तरह 
मुड़ी होंगी। 


भ्रधिकतम श्रायतन का शंकु 


>---+-3#ह__हतहतहतहतन" ०. --+---_ 
न्न्श्शश्श्यल््त्- 


प्रश्न 


गोल पत्तर से शंकु बनाना है। इसके लिये पत्तर में से एक वृत्तखंड 
काट कर अलग करते हैं और बाकी हिस्से को मोड़कर शंकु बनाते हैं 
(चित्र 32 )। काटे हुए वृत्तखंड का कोण कितना हो कि अधिक- 
तम आयतन का शंकु मिले? 


226 


हल 
पत्तर के जिस भाग को मोड़कर शंकु बनाते हैं, उसके चाप क 
लंबाई < ( मीटर ) मान लेते हैं। श्रतः शंकु के पाश्व॑ की लंबाई गोल 
पत्तर फी तिज्या /? के बराबर होगी और शंकु के मुंह की परिधि 
होगी। शंकु के मुंह की त्रिज्या निम्न संबंध से ज्ञात करते हैं: 


2275-2४, जिससे /5--- 
शा 


चित्र 32 


शंकु की ऊंचाई ( पीथागोरस के साध्य से ) 
प्र छ- ४ -]//?-- _?_ 


4 


(चित्र 32) । इस शंकु का आयतन होगा 
__ग __7 / <४ 2 _ खख 
/-< जम "नह जद) #?९-- -2_. 


जब इस व्यंजन का: मान अधिकतम होता है, तो निम्न व्यंजन का 
मान भी अधिकतम होता है: 
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साथ ही इसके वरगें 
(ऋ) | - (ऋ) | 
का मान भी अधिकतम होता है। चूंकि 
(& +/5- (हो 
एक स्थिर राशि है, इसलिये (पृ० 2-25 प्र सिद्ध किये गये प्रमेयों के 


अनुसार ) अंतिम गुणनफल » के ऐसे मान पर अ्रधिकतम होगा , जिससे 
निम्न अनुपात मिलता है: 


(लहर 


(कं >ाल- शहर" 


3७/ँ-| "2 तथा ४€४८- 27 रे ४ 6 £»४5.] 57२. 
शा 3 


जिससे 


चाप की डिग्रियों में 2४295" होगा, ग्रत: काट कर अलग किये 
गये वृत्तत्ंड का कोण लगभग 65" होगा। 


ग्रधिकतम प्रकाश 


प्रश्न 

मोमबत्ती की लौ टेबुल से किस ऊंचाई पर हो कि टेबुल पर रखे 
सिक्के पर अधिकतस प्रकाश पड़े ? 
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हल 


आपको लग सकता है कि अधिकतम प्रकाश पाने के लिये लौ को 
यथासंभव नीचे रखना चाहिये , पर यह गलत है, क्योंकि लौ के नीचे 
होने से टेबुल पर किरणें बहुत तिरछी गिरेंगी। किरणें टेबुल पर 
यथासंभव खड़ी गिरें, इसके लिये मोमबत्ती को टेबुल से बहुत दूर करना 
होगा (इस स्थिति में भी टेबुल्‌ पर पड़ने वाला प्रकाश क्षीण हो 


जायेगा ) | अ्रत: स्पष्ट है कि अधिकतम प्रकाश पाने के लिये लौ को 
किसी बीच की ऊँचाई पर रखना होगा। इसे हम » से द्योतित करते 
हैं ( चित्र 33 ) | सिक्के 8 से लंब 4८ के आ्राधार ८ की दूरी 8८ को ७ 
से द्रोतित करते हैं (बिन्दु 4 लौ है )। यदि लौ की चमक £ है, तो 
प्रकाशिकी के नियमों के अनुसार सिक्के की प्रकाशिता होगी: 


४0056... £+05056 


“5>ठ ०05७ ६६-- कक _्चि- 
448 (॥/ ८ की)! अंनशी 


जहां ० किरण 48 का आपतन-कोण है। चूंकि 
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005 ८८ -- ९८05 44 +- ४ हर 
48 ॥/ ०-४ * 
तो प्रकाशिता होगी 
| ॥ 4 04 


4*--.४४ | !76 4*-- १ प्‌ (4१--४०)3/2 * 
४ के जिस मान के लिये यह व्यंजन ग्रधिकतम होता है, उसी 
मान के लिये इसका वर्ग भी अ्रधिकततम होता है। इसका वां है: 


8229 
(43-[-४3)3 


गुणक /? एक स्थिर राशि है, अतः इसे छोड़ देते हैं और विचारा- 
धीन व्यंजन के बाकी भाग का निम्न खरूपांतरण करते हैं: 
2 कि | __ ६३ ".__ ॥ 2 ___ ६८2 
(८---४)१. (४--०११ । न्यू) जप ) | 9-०5 ] ह 
यह व्यंजन जब अपना अधिकतम मान ग्रहण करता है, तो साथ 
ही निम्न व्यंजन भी अपना अधिकतम मान ग्रहण करता है: 


(ज्वक) | 7 कक), 


इसका कारण यह है कि स्थिर गुणक ८९ को लाने से & के उस मान 
पर कोई फर्क नहीं पड़ता, जिससे व्यंजन अपना अश्रधिकतम मान प्राप्त 
करता है। यह घ्यान देते हुए कि इन गुणकों के प्रथम घातों का योगफल 


44 45 ॥__ 
7 आकर, +( का ऋ--०९ ] लत 

स्थिरांक है, हम निष्कषं निकालते हैं कि विचाराधीन गुणनफल तभी 
भ्रधिकतम होगा, जब निम्न शत्तं पूरी होगी: 
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धन... ., ६9 __०0०. 7 हि 
ज््पक्र | न रृपक्र) 72 :] एदे० पृ० 2-25 ) 
इससे समीकरण मिलता है: 

६2-- 2.22 -|- 2८2 -..- 262, 


हल करने पर 


सिक्के पर अधिकतम प्रकाश तब पड़ता है, जब सिक्‍के से प्रकाश« 
स्रोत के प्रक्षेप की दूरी की 0.7] के बराबर ऊँचाइ पर प्रकाश-स्रोत 
रखा जाता है। इस बात का ज्ञान होने पर काम करने की जगह को 
श्रेष्ठ रूप से प्रकाशित किया जा सकता है॥। 


८3॥ 


ग्रध्याय 8 


प्राचीनतम श्रेढ़ी 


अरन 


श्रेढ़ी का प्राचीनतम प्रश्न शतरंज के झाविष्कारक के इनाम से 
संबंधित प्रश्न नहीं है, जो सिर्फ दो हजार वर्ष पुराना है। श्रेढ़ी का 
प्राचीनतम प्रश्न मिश्र के एक पपीरस पर अंकित है, जिसकी खोज रिंडा 
ने की थी। प्रश्न 2000 वर्ष ईसा पूर्व अंकित किया गया था, लेकिन 
पता चला कि यह एक और भी प्राचीन - करीब तोम हजार वर्ष ईसा 
पूर्व. की- गणितीय रचना से लिया गया था। पपीरस पर जो 
ग्रंकगणितीय , बीजगणितीय तथा ज्यामितिक प्रश्न श्रंकित हैं, उनमें 
से एक यहां प्रस्तुत है (स्वतंत्र अनुवाद में ) : 

पाँच लोगों के बीच सौ मन गेहूँ इस प्रकार बांटा जाता है कि 
दूसरे को पहले से इतना अधिक मिलता है; जितना तीसरे को दूसरे 
से, चौथे को तीसरे और पाँचवें को चौथे से ग्रधिक मिलता है। इसके 
अलावा , प्रथम दो आदमी को अंतिम तीन आदमी से 7 गुना कम 
मिलता है। किसे कितना गेहूँ मिलता है! 


हल 


स्पष्ट है कि पाँचों व्यक्तियों के हिस्से एक वर्धभान अंकगणितीय 
श्रेढ़ी बनाते हैं। मान लें कि इसका प्रथम पद £ है और पंत्तर # है। 
तृब बूँटवारा मिसन विधि से होता है, 
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पहले व्यक्ति का हिस्सा . ४ 


दूसरे € ६७६ &€६ -. +- +- >-+॑-४ 

तीसरे « «6 ६ . +- - >+]--2०४ 
चौथे «& « ६ . . 5-३७ 
पाँचवें € « € . ला । 


प्रश्न की शर्तों के अनुसार निम्न समीकरण बनते हैं: 
। ४-(-८-+-५)+ (४+ 29) | (४+ 3५) (४-4५) -:00, 
7[४+(४+-/) | 5(४+-2४) +(४+-39) +(४+ 49) 
इन्हें अलग-अलग सरल करने पर निम्न समीकरण-तंत्र मिलता है: 
४-/-20/5--20, 
| | [.४--29, 
जिसे हल करने पर 


2 ] 
औ फ ] पक कलर ( नस ५ 
_ ४ ५] 


इसका मतलब है कि 00 मन गेहूँ को भिम्न हिस्सों में बाँटां गया था: 


2 5 
] हू $ ] 0-6- $ 20, ४9-&- ॥। 3& क़्छ न्पि 


खानेदार कागज पर ब्रीज़गणित 


| -----»-“-+--“:०-०--०--.........-30%-“-%--००००- २०००० कु०००प+*० ५ ह...3...००००- की ........+>-+०_ नस ८5.5 >55. 5 22 


श्रेढ़ी का पहला प्रश्न कोई पाँच हजार वर्ष पूर्व रचा गया था, 
फिर भी स्कूलों में श्रेढ़ी की पढ़ाई अपेक्षाकृत हाल में शुरू हुई है। 
दो सो वर्ष पूर्व प्रकाशित माग्नीत्सकी की पाद्य॑-पुस्तक करीब झाधी 
शती तक श्रेढ़ी के पठन-पाठन. में काम श्राती रद्दी, पर पुस्तक में 
श्रेढ़ीगत राशियों को संबंधित करने वाले सामान्य सूत्र नद्ीं दिये गये 
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थे। इसीलिये ऐसे प्रश्न खुद लेखक महोदय भी सरलता से हल नहीं 
कर पाते थे। 

अंकगणितीय श्रेढ़ी के पदों का योगफल ज्ञात करने का सूत्र 
खानेदार कागज की सहायता से सरलतापूर्वक ज्ञात किया जा सकता 
है। ऐसे कागज पर कोई भी अंकगणितीय श्रेढ़ी सीढ़ियों के रूप में 
ग्रकित की जा सकती है। उदाहरणार्थ, चित्र 34 में श्राकृति 48८7 
निम्न श्रेढ़ी दर्शाता है: 


2, 9, 6, ![, [4, 
इसके एदों को जोड़ने के लिये इस श्राकृति को बढ़ाकर श्रायत 


4806/ बना लेते हैं, जिसमें दों समान आकृतियां 4870८ और 7056 
हैँ। दोनों में से किसी का भी क्षेत्रफल हमारी श्रेढ़ी के पदों के योगफल 


के बराबर है। आयत का क्षेत्रफल श्रेढ़ी के योगफल का दुगुना है। 
लेकिन श्रायत का क्षेत्रफल है: 


(40+07) . 48 . 
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इसमें 4८ -+- ८४ और कुछ नहीं , श्रेढ़ी के प्रथम और पांचवें ( अंतिम ) 
पदों का योगफल है; 428-श्रेढ़ी के कदों की संख्या है। अ्रतः 
दुगुना योगफल 
25-- ( झंत्य पदों का योग ) - (पदों की संख्या ) 
हु ९ ( प्रथम पद-+अंतिम पद ) - ( पदों की संख्या ) 
किन पलक न पलक कपल सतना 


सिंचाई 


अश्न 


खेत तीस टुकड़ों में बंटा है; प्रत्येक की लंबाई 9॥ और चौड़ाई 
2.97 है। कुआं खेत के एक कोने से 4॥ दूर है। किसान हर टुकड़े 
को चारों तरफ से पटाता है। एक बार में कुएं से वह जितना पानी 
लाता हैं, वह एक टुकड़े की सिंचाई के लिये काफी होता है। पूरे 
खेत की सिंचाई के लिये उसे कितना चलना पड़ेगा ? पथ कुएं से शूरू 
मानें । 


हल 


पहला टुकड़ा सींचने के लिये किसान को इतनी लंबी दूरी तय 
करनी पड़ेगी - 


4-- 6--2.5-- 6-+-2.5+-4 --68॥7. 
दूसरे टुकड़े की सिंचाई के लिये- 
44--2.9-+-46-+-2.85+-6+2.5-+2.8+4--65-- 85--70॥ 
233 


हर अगले टुकड़े की सिंचाई के लिये पिछले से 8 अधिक चलना 
पड़ेगा। अ्रत: श्रेढ़ी मित्रती है: 


656, 70, 75, ... 65+85 - 29. 
इसके पदों का योगफल होगा 


कक सअ 0020 -_4]25॥. 
सभी टुकडों की सिंचाई करने में किंसान को कुल 4.]25 |(॥ चलना पड़ेगा । 
भुर्मियों का चारा 
प्रइन 


सप्ताह में एक मुर्गी के लिये एक डेकालीटर चारा के हिसाब से 
3) मुर्गियों के लिये चारा की एक मात्रा खरीदी गयी। यहू आशा की 
गयी थी कि मुर्गियों की संख्या बदलेगी नहीं। पर वास्तविकता में हर 
सप्ताह एक मृर्गी कम हो जाती थी, इसलिये चारा जितने समय के 
लिये खरीदा गया था उससे दुगुने समय तक काम आया। 

कितना चारा खरीदा गया था और कितने समय के लिये खरीदा 
गया था? 


हल 


मान लें कि & डेकालीटर चारा #४ सप्ताह के लिये खरीदा गया 
था। चूंकि चारा एक डेकालीटर प्रति नुर्गी प्रति सप्ताह के हिसाब 
से 3] मुर्गियों के लिये खरीदा गया था, इसलिये 
<--34%9 
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चारा खचं होने का वॉस्तविक क्रम निम्न प्रकार से है: 


[ला सप्ताह - « « *+.-.« «- *+ *+ + 3] 

2-रा ९ « »« « « « «*+ «*+ «- *+3]--] 
3-रा ९ «, »« »« «  «  « »+ 3]--2 
29-- वां «६ . +«- - 3ठ3]--(2४-- )553! --- 2/-+- 


क्योंकि चारा दुगुने समय ( 29 सप्ताह ) तक काम झाया था। अतः: चारे 
की कुल मात्रा होगी 


४--3]9/--3] 4 30-29 -+-....+(3] -- 2५ 4-). 


यह ऐसी श्रेढ़ी का योगफल है, जिसमें पदों की कुल संख्या 29 
है, पहला पद 3] के बराबर है, अंतिम पद 3]--2४-+ के 
बराबर है; अतः 


चूँकि # का मान शून्य असंभव है, इसलिये इस समिका के 
दोनों पक्षों में से हम गुणक ४ काट दे सकते हैं। तब मिलेगा 


3]--63--2/ और ४८--6, 
जिससे 
४--32/--496. 
496 डेकालीटर चारा 6 सप्ताह के लिये खरीदा गया था। 
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बेलदारों का टोलों 


म्न््च्च्स्म्स्च्च्स्य्ल्स््य््स्स्म्यस््स्य्स्म्स्पस््स्ल्ेझ 


प्रश्न 


दसवीं कक्षा के छात्रों ने सकल की फुलवारी पटाने के लिये एक 
नाला खोदने का निश्चय किया ; इसके लिये उन्होंने बेलदारों की 
एक टोली संगठित की । यदि सारी दोली एक साथ काम करती, ती 
काम 24 घंटे में खत्म हो जाता। पर वास्तविकता में टोली के सिफ्फं 
एक सदस्य ने काम शुरू किया। कुछ समय बाद दूसरा सदस्य आया ; 
उतना ही समय और बीतने पर तीसरा आया ; फिर उसी अंतराल 
बाद चौथा आया ; इसी तरह अंतिम सदस्य तक सभी एक निश्चित अंतराल 
पर आते गये । हिसाब लगाने पर पता चला कि जो सबसे पहले आ्राया , 
उसे अंतिम वाले की तुलना में ]] गुना अधिक समय तक काम करना 
पड़ा । 

सबसे अंत में आने वाले सदस्य ने कितना समय काम किया! 


हल 


माद लें कि अंतिम सदस्य ने £ घंटे काम किये, तब प्रथम 
सदस्य ने » घंटे काम किये। यदि टोली -में कुल ४ छात्र थे, तो 
काम के कुल घंटे ( सभी का समय मिलाकर ) & पदों वाली हासमान 
श्रेढ़ी के योगफल के बराबर होंगे, जिसका पहला पद % है और 
अंतिम पद < है, श्रर्थात्‌ काम के कुल घंटे हुए 


((2-2%)/ __ 
जज कई ६ $ //4 
दूसरी ओर, यह ज्ञात है कि यदि ४ छात्रों की कुल टोली एक 


साथ काम करती, तो नाला 24 घंटों में, या-सभी सदस्यों का समय 
मिलाकर - कुल 24 9 घंटों में खुद जाता। 
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अ्रत: 
6.09 55248, 
संख्या # शून्य के बराबर नहीं हो सकती, अ्रतः समीकरण के 
दोनों पक्षों भें इससे भाग दिया जा सकता हैं। जिससे 
6.४ 5-- 24 
और 


४--4, 


इस प्रकार, अंत में हाथ बंटाने वाले सदरय ने 4 घंटे काम किये। 
प्रश्न का उत्तर हमने प्राप्त कर लिया है, पर यदि हम यह जानना 
चाहें कि टोली में कितने छात्र थे, तो हम यह निर्धारित नहीं कर 
सकेंगे, यद्यपि यह संख्या समीकरण में थी (वर्ण ४ के रूप में )। 
इस प्रश्न का उत्तर ज्ञात करने के लिये पर्याप्त आंकड़े नहीं दिये गये 
हैं। 
सेब 
प्रदन 


माली ने आधे सेब और एक अधे-्सेब एक ग्राहक को बेच दिया; 
बचे सेबों का आधा और एक गर्ध-सेब -दूसरे ग्राहक्त को; आदि। 
सातवें ग्राहक को बचे सेबों का आधा और एक गअर्ध-सेब बेचने के बाद 
उसके पास सेब नहीं बचे। कितने सेब थे माली के पास ? 


ह्‌ल 
यदि शुरू में सेबों की संख्या & थी, तो पहले ग्राहक को मिला 
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लहर ठढ्! 
दूसरे को 
| न! | अन॑- 
कण की)+क+- की 
तीसरे को 
__ > न! __ अन॑। । __ <न॑-! 
न पल अत ० पल न का 
सातवें को 


समीकरण मिलता है 


अन्न | अन॑ी। | अन॑-! ४ौ| _ 
जम 


या 
न 
कोष्ठक में स्थित ज्यामितिक (गुणोत्तर ) श्रेढ़ी के पदों का योगफल 
कलन करके निर्धारित करते हैं कि 
है 4 _ | 
# नमाएी बी ३ 
और 
४८-52“ _-- ] --]27. 


आरंभ में सेबों की संख्या |27 थी। 


शोड़े की खरोद 


माग्नीत्सककी के पुराने अभ्रंकगणित में एक मजेदार प्रश्न था. जिसे 
मूल भाषा में कुछ परिवर्तेन के साथ यहां प्रस्तुत कर रहा हूँ: 
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एक आदमी 56 रूबल में एक घोड़ा बेच रहा था, लेकिन 
ग्राहतक्त को सौदा महंगा लग रहा था। बेचने वाले ने सौदे की दूसरी 
शत्तं सुनायी: 

“यदि तुम्हें यह महंगा लग रहा है, तो घोड़े के नाल में लगी 
कीलें खरीद लो-घोड़ा फाव में दे दंगा। चार नाल हैं; हर नाल 
में 6 कीलें हैं। प्रथम कौल का दाम चर कोपेक है, दूसरे का कु कोपेक , 
तीसरे का | कोपेक आभादि। 

ग्राहक ने सोचा कि कीलों के लिये !0 रूबल से अधिक शायद 
ही देने पड़ेंगे, इसीलिये मुफ्त में घोड़ा पाने के लिये वह तैयार हो 
गया । 

कितने रूबल देने पड़े उसे ? 


हल 
24 कीलों के लिये उसे देने पड़े 
बज है /2/27+27-+-...+27+7* कोपेक | 


योगफल है 


29.० ___!_ 
4 ++2*०-- -(- “494303 -- कोपेक , 


2-- ! 
प्र्थात्‌ लगभग 42 हजार रूबल । घोड़ा बिना किसी नुकसान के मृफ्त में दिया 
जा सकता था, इसमें कोई शक नहीं है। 


है 
योद्धा का पुरस्कार 
प्रइन 


रूसी में अंकगणित की एक अन्य पुरानी पाठय-पुस्तक का नाम था: 

“तोपखाना के संगीन-अधिकारी और गणित के असैनिक शिक्षक 
येफीम वोइत्साखोव्स्की रचित शुद्ध गणित का पूर्ण पाठकरम - गणित का 
अभ्यास करने वाले किशोरों के लिये” (795) ॥ इसमें से एक प्रश्न 
प्रस्तुत करता हैं: 

“योद्धा को पहले जख्म के लिये | कोपेक दिया जाता है, दूसरे 
के लिये 2 कोपेक, तीसरे के लिये 4 कोपेक आ्रादि। युद्ध के श्रंत में 
एक योद्धा को 655 रूबल 35 कोपेक मिले। कितनी बार वह घायल 


हुआ था? 
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हल 
समीकरण बनाते हैं: 


65 535 -- 2 22.28... 290-/ 
या 
65535-2- “2-[ _०»__| 
ठ््-] 
जिससे 
65536--2: और >--6 


उत्तर की जाँच आसानी से की जा सकती है। 
पुरस्कार की उदारता के भी क्‍या कहने हैं-योद्धा ।6 जख्म पाकर 
जिंदा बचता, तब जीकर उसे 655 रूबल 35 कोपेक मिलते। 


अध्याय 9 


गणित की सातवों संक्रिया 


सातवीं संक्रिया 


हम पहले याद दिला चुके हैं कि पाँचवीं संक्रिया-घातन ( किसी 
रांख्या का कोई घात॑ निकालने की क्रिया ) -की दो प्रतीप संक्रियाएं 
है। यदि 
47--८, 


तो ० को ढूंढ़ना ( मूलन, मूल निकालना ) पहली प्रतीप संक्रिया है 
झोर 8४ ज्ञात करना ( लगरथन, लगरथ निकालना ) दूसरी प्रतीप 
संक्रिया है। आशा है कि पाठकों को लगरथों का उतना ज्ञान अवश्य 
होगा, जितना स्कूलों में पढ़ाया जाता है। शायद उन्हें यह समझने 
में कठिनाई नहीं होगी कि निम्न व्यंजन का क्‍या मान होगा: 


]08., 8 
6 ४० 


यदि लगरथ के आधार ० का संख्या 8 के लगरथ के बराबर 
वाला घात निकाला जाये तो संख्या 8 ही मिलेगी (अत: उपरोक्त 
व्यंजन 9 के बराबर .है )। 

लगरथ की अभिकल्पना किसलिये की गयी थी? इसीलिये कि 
कलन का काम जल्द और आसान हो जाये। प्रथम लगरथी सारणी 


के आविष्कारक ने स्वयं लिखा था: 
४ मैंने अपने ज्ञान भ्रौर श्रपनी योग्यता के अ्रनुसार कलन की 
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कठिनाइयों को यथासंभव दूर करने का प्रयत्न किया है, जिसकी नीरसता 
गणित सीखने के प्रति वितृष्णा उत्पन्न करती है।” 

लगरथ कलन को सचमुच आसान बना देते हैं और इनसे काम 
भी तेजी से होता है। इसके अ्रतिरिक्त, लगरथ ऐसी संक्रियाओं को 
भी संभव बना देते हैं, जिन्हें इनके बिना पूरा करमा बहुत ही कठिन 
होता है (जैसे संख्या का मनचाहा मूल निकालना )। 


लैप्लेस ने निराधार ही नहीं लिखा था कि “लगरथों की खोज ' 


से महीनों के कलन-कार्य को चंद दिनों में संपन्न किया जा सकता है; 


इससे ज्योतिविंदों की आयू एक तरह से दुगुनी हो जाती है ”। महान : 


गणितज्ञ ने ज्योतिविंदों के बारे में लिखा है, क्योंकि इस लोगों को 


विशेष रूप से जटिल और नीरस कलन संपन्न करने पड़ते हैं। लेकिन 


लैप्लेस की बात किसी भी आदमी पर लागू हो सकती है, जिसका 
अक्सर क्लिष्ट कलनों से वास्ता पडता रहता है। 

हम लगरथ के उपयोग और कलनों को सरल करने की उसकी 
क्षमता के इतने आदी हो गये हैं कि हम उस समय के लोगों की खुशी 
का अंदाज नहीं लगा सकते, जिनके जीवन-काल में इसका आविष्कार 
हुआ था। नेपिर के समकालीन हेनरी ब्रिग्स ने, जो दशभू लगरथों 
की सारणी रचने के लिये विख्यात हैं, नेपिर की कृति देखकर लिखा: 
'नेपिर ने अपने नये लगरथों से मुझे हाथ और दिमाग दोनों 
से तेजी के साथ काम करने को विवश कर दिया। मैं उनसे गर्मियों 
में मिलने. की उम्मीद करता हूँ, क्योंकि और किसी भी पुस्तक ने मुझे 
इतना प्रभावित नहीं किया था ”। ब्रिग्स ने अपनी आकांक्षा पूरी कर 
ली; वे लगरथों के आविष्कारक से मिलने के लिये स्काटलैंड आये। 
मिलने पर ब्रिग्स ने कहा: 

४ मैंने इतनी लंबो यात्रा की है सिफे यह जानने के लिये कि किस 
कला झौर बुद्धि से आपने ज्योतिविंदों के लिये लगरथों के बारे में 
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इतनी अच्छी पुस्तक रची है। और झब यह जान लेने के बाद कि यह 
कितना सरल है, मुझे आाश्चयं हो रहा है कि पहले किसी ने इसकी 
खोज क्‍यों नहीं की। ” 


लगरथों के प्रतियोगी 


कलन-क्रिया तेज करने की ग्रावश्यकता ने लगरथों की खोज के 
पहले दूसरी तरह की सारणियों को जन्म दिया था, जिनकी सहायता 
से गूंणा की किया के बदले जोड़ने का नहीं, घटाने का काम करते 
थे। इन सारणियों का सैद्धांतिक आधार निम्न तादात्म्य था: 

2032-67 450) 

4 4.7 
जिसकी सत्यता कोष्ठक खोलकर सरलतापूर्वक जाँची जा सकती है। 
वर्गों का चतुर्थांश ज्ञात होने पर दो संख्याओं का गुणनफल उनके 
गुणन से नहीं, बल्कि उनके योग और अंतर के वर्म-चतुर्थाशों के अंतर 
से ज्ञात हो सकता है। इन्हीं सारणियों की सहायता से वर्ग और वगेमूल 
मिकाला जा सकता है; सारणी में प्रतीप संख्याओं (जैसे इकाई के 
अंशों ) को शामिल कर लेने पर भाग की संक्रिया भी सरलतापूर्वक संपन्न 
की जा सकती है। लगरथी-सारणियों की तुलना में इनका लाभ यह 
है कि इनसे सन्निकट मान नहीं, बल्कि शुद्ध मान प्राप्त होते हैं। पर 
कई अन्य व्यावहारिक तथा महत्त्वपूर्ण बातों में लगरथी-सारणियां श्रधिक 
लाभदायक हैं। वर्ग-चतुर्थाशों की सारणी से एक बार में सिर्फ दो 
संख्याओ्ों का गुणनफल ज्ञात हो सकता है, पर लगरथी-सारणी से एक 
साथ कई गृणकों का गुणनफल ज्ञात किया जा सकता है; इनसे संख्या 
के पूर्णांक या भिन्नांक में कोई भी घात या कोई भी मूल निकाला 
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जा सकता है। लेकिन वर्गे-चतुर्थाों की सहायता से (उदाहरण के 
लिये ) मिश्र व्याज भी नहीं निकाले जा सकते। 

लेकिन तरह-तरह की लगरथी-सारणियों के निकल चुकने के बाद 
भी वर्ग-चतुर्थाशों की सारणियां प्रकाशित होती रही हैं। 856 में 
एक सारणी फ्रांस में प्रकाशित हुई, जिसका नाम था: 

“| से | करोड़ तक की संख्याओ्रों के वर्गों की सारणी, जिसकी 
सहायता से संख्याओ्ों का शुद्ध शुगनफल अधिक सरल विधि से ज्ञात 
किया जा सकता है, बनिस्वत कि लगरथों की सहायता से। 
रचनाकार - अलेक्सांद्र कोसार। ” 

इस तरह का विचार बहुतों के मन में उठा करता है, पर उन्हें 
संदेह भी नहीं होता कि इसका कार्यान्वयन बहुत पहले हो चुका है। 
ऐसी सारणी के दो आविष्कारक मुझे भी मिले थे; उन्हें बहुत ही 
प्राश्वयें हुआ जब पता चला कि ये सारणियां तीन सौ वर्ष पहले 
आाविष्कृत हो चुकी थीं। 

लगरथों का एक नया प्रतियोगी है- कलन-सारणियां , जो अ्रक्सर 
तकनीकी निदर्शिकाओं में दी जाती हैं। इन सारणियों में 2 से ] 000 
तक की संख्याओं के वर्ग, घन, वरगगंमूल, उनकी प्रतीप संख्याएं , 
वरिज्याओ्रों वाले दत्तों की परिधियां ग्नौर उनके क्षेत्रफल संकलित रहते हैं। 
ये सारणियां कई तकनीकी कलनें के लिये सुविधाजनक हैं, पर ये 
पर्याप्त नहीं होतीं; लगरथी सारणियों का कहीं अधिक विस्तृत झुपयोग 


है। 


लग्रथी सारणियों का विकास 


हाल तक हमारे विद्यालयों में 5-अंकी लगरथी सारणियों| का 
उपयोग होता था। अ्रब 4-ग्ंकी सारणियों का उपयोग होने लगा है, 
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क्योंकि तकनीकी कलनों के लिये यह पर्याप्त है। पर अधिकांश 
व्यावहारिक कार्यों में 3अ्ंकी पासंग (मैंटीसा; लगरथ के मान में 
भिन्नांक वाला हिस्सा) का उपयोग अधिक सफलता से होता है, 
क्योंकि दैनंदिन जीवन में कोई भी साप तीन अंकों से अधिक शायद 
ही कभी होती है। 

ग्रधिक छोटे पासंग ही पर्याप्त होंगे ,-यह विचार हाल ही में 
उत्पन्न हुआ है। मुझे वे दिन भी याद हैं, जब सकलों में 7-अ्रंकी 
लगरथों का भारी-भरकम पोथा प्रयुक्त होता था। लेकिन इनका प्रकाशन 
( 794 में ) बिल्कुल नया था। प्रथम दशभू लगरथ में, जिन्हें लंदन 
के गणितज्ञ हेनरी ब्रिस्स ने कलित किया था (624 में ), 4-अ्ंक 
थे। कुछ वर्षों बाद इनकी जगह हालैंड के गणितज्ञ अंद्रियान व्लाक्क 
की 0-अंकी लगरथों की सारणी ने ले ली थी। 

जेसा कि हम देखते हैं, दैनंदिन जीवन में प्रयुक्त लगरथी-सारणियों 
का विकास पासंगों को छोटा करने की दिशा में हुआ है। यह प्रक्रिया 
अभी भी समाप्त नहीं हुई है क्योंकि बहुत-से लोग अब भी यह नहीं 
समझ पाते कि कलन की शुद्धता नाप की शुद्धता से अधिक नहीं हो राकती । 

पासंग छोटा होने से दो स्पष्ट लाभ हैं: !) सारणी का पझाकार 
छोटा हो जाता है तथा 2) इसका उपयोग सरल हो जाता है और 
इसीलिये कलन की गति बढ़ जाती है। संख्याओं के सात-अंकी लगरथ 
बड़े आकार के 200 पृष्ठों पर अँटते हैं, पाँच-अंकी - दो गुना कम 
आकार के 30 पृष्ठों पर, चार-अंकी लगरथ इससे दस गुनी कम जगह 
लेते हैं-बड़े आकार के दो पृष्ठों पर अँट जाते हैं, तीन-शभ्रंकी लगरथ 
एक ही पृष्ठ पर अ्रंट सकते हैं। 

जहां तक कलन की गति का प्रश्न है, 5-अंकी जगरथों के 
उपयोग में तिगुना कम समय लगता है, ़निस्वत कि 7-अंकी लगरथों 
के उपयोग में। 
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लगरथी श्रजबे 


देनंदिन जीवन और आम तकनीकी कार्यों में तीन या चार अंकों 
वाली सारणियों से काम चल जाता है, लेकिन सैद्धांतिक अ्रन्वीक्षकों 
के लिये ब्रिग्स के 4-अंकी लगरथों से भी अ्रधिक अंकों वाले लगरथों 
की सारणियां रची गयी हैं। सामान्यतः लगरथ गअव्यतिमानी (या 
अपरिमेय ) संख्याएं हैं, और उन्हें किसी भी संख्या में भ्रंक लेकर 
पूर्णतया व्यक्त नहीं किया जा सकता। आप कितनी भी बड़ी संख्या 
में अंक लें, वे लगरथ का सन्निकट मान ही व्यक्त करेंगे ;, उसका 
मान उतना ही परिशुद्ध होगा, जितने अंक उसके पासंग में होंगे। 
वैज्ञानिक कार्यों के लिये ब्रिग्स के 4-अ्रंकी लगरथों की शुद्धता भी 
पर्याप्त नहीं होतो |!” जब से लगरथों की खोज हुई है, तब से 500 
से अधिक प्रकार की लगरथी सारणियां प्रकाश में आ चुकी हैं और 
गन्वीक्षक को इनके बीच कोई न कोई सारणी अपने काम लायक मिल 
ही जाती है। उदाहरण के लिये 20-ग्रंकी लगरथों की भी एक सारणी 
है, जिसे फ्रांस के काले (795 ) ने प्रकाशित किया था। दशमलव 
के अनेक अंकों वाले लगरथों की सारणियां भी हैं, पर उनका उपयोग 
बहुत कम लोग करते हैं। इनमें अंकों की संख्या इतनी है कि इन्हें 
लगरथी अजूबों का ही नाम दिया. जा सकता है। 

ये रही चंद विकट सारणियां (ये सभी दशभ्‌ नहीं बल्कि नैसगिंक ”? 


है): 


! ब्रिस के ये लगरथ सिर्फ ।! से 20000 और 90000 से 
0] 000 तक की संख्याओ्रों के लिये हैं। 

» तैसगिक लगरथों का आधार संख्या दस नहीं, संख्या 2,78.. . 
होती है, जिसके बारे में आगे चलकर बातें होंगी। 
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0 000 तक की संख्याओ्रों के लिये वोल्फ्राम की 48-ग्रंकी सारणी; 

शार्प की 6(-अंकी सारणी; 

पाकंहेस्ट की 02-अंकी सारणी। और अंत में सबसे विकट सारणी 
है - 

ऐडम्स की 260अंकी । 

यह अंतिम सारणी सही श्र में सारणी नहीं है; इसमें सिर्फ पाँच 
संख्याओं - 2, 3, 5, 7, 0- के तथाकथित नेसग्रिक लगरथ दिये गये 
हैं और इन्हें दशभू में परिणत करने के लिये 260-अ्ंकी गुणक दिये 
गये हैं। इन पाँच संख्याग्रों का लगरथ ज्ञात होने पर सरल जोड़ या 
गूणा के सहारे हम अनेक गुणज संख्याओं के लगरथ ज्ञात कर सकते 
हैं, जैसे - संख्या ।2 का लगरथ 2, 2 तथा 3 के लगरथों का योगफल 
है। 

लगरथी पटरी को भी एक अजूबा ही मानना चाहिये: इसका 
उपयोग बहुत विस्तृत हो चुका है और यद्यपि यह लगरथों के सिद्धांत 
पर ही काम करता है, इसे उपयोग में लाने वाले के लिये यह जानना 
बिल्कुल आवश्यक नहीं होता कि लगरथ क्या है' 


संच पर लगरथ 


दर्शकों के सामने जबानी हिसाब लगाने वाले जादूगरों का एक 
खेल बहुतों को आश्चयं में डाल देता है -कलनकर्ता विज्ञापनों में घोषणा 
करता है कि वह बहुअंकी संख्याओं के उच्च कोटि वाले मूल आनन- 
फानन में कलन कर सकता है; आप घर में बैठकर धीरज के साथ 
किसी संख्या का 3-वां घात निकालते हैं और शो” पर पहुँचते हैं 
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कि 35 अंकों को संख्या के सामने तो वह हार मान ही लेगा, पर 
ऐसा नहीं होता। आप मौके पर कलनकर्ता से कहते हैं: 

-जरा इस 35-प्रंकी संख्या का 3]-वां मूल निकालने की कोशिश 
कीजिये तो! पहले आप लिख लीजिये, मैं बोलता जाता हूँ। 

कलनकर्ता खल्‍ली लेता है और अभी पहला अंक बोलने के लिये 
ग्रापने मूंह भी नहीं खोला कि वह उत्तर लिख देता है: 43. 

बिना संख्या जाने वह मूल निकाल देता है, वह भी 3|-वां, 
झौर ऊपर से जबानी श्रौर फिर बिजली की सी तेजी से! 

आप अपना मूंह लेकर बैठ जाते हैं। लेकिन इसमें कोई जादू 
की बात नहीं है। रहस्य इतना ही है कि [3 एकमात्र संख्या है, 
जिसके 3]-वें घात में 35 अंक होते हैं। 3 से कम की संख्या कम 
अंकों का घात देगी और अधिक की संख्या-अधिक झंकों का। 

लेकिन कलनकर्ता को यह कैसे पता चला ? उसने संख्या 3 कंसे 
ज्ञात की ? वह इसे लगरथों की सहायता से ढूंढ़ता है, दो-अंकी 
लगरथों की सहायता से, जिन्हें वह प्रथम 5-20 संख्याओ्रों के लिये 
कंठस्थ कर लेता है। इन्हें रटना इतना कठिन नहीं है, जितना आपको 
लगता है, विशेषकर यदि आप यह ध्यान में रखें कि गुणज संख्या 
का लगरथ उसके गुणनखंडों के लगरथों का योगफल होता है। यदि 
ग्राप 2, 3 और 7 के लगरथ कंठस्थ कर लें, तो आप प्रथम दस 
संख्याश्रों के लगरथ ज्ञात कर ले सकते हैं; जैसे - 

]25-९ छत! --82 , (85-०8,0). 

अगली दस संख्याश्रों के लिये आपको चार और संख्याओ्रों के लगरथ 
रटने पड़ेंगे। 

जो भी हो, कलन का जादूगर दां-अकी लगरथो की निम्न सारणी 
कंठस्थ रखता है: 
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संख्या लगरथ संख्या लगरथ 
9 0.30 ]] .04 
3 | 0.48 2 ].08 
4 0.60 3 ].] 
5 0.70 4 .5 
6 0.78 ]5 ].8 
7 0.85 ]6 ].20 
8 0.90 ]7 .23 
9 0.95 ]8 .26 
]9 ].28 


हक. 


ग्रापफको वक्‍कर में डालने वाले गणितीय जादू का रहस्य 
मिम्न है: 

34 
।8/ (35 अंक) +-त 


34 34.99 
इष्ट लगरथ ज्ञु और -ज्ञुः के बीच, श्रर्थात्‌ .09 और .3 


के बीच हो सकता हेै। 

इस श्रंतराल में सिर्फ एक पूर्ण संख्या का लगरथ है-संख्या 3 
का लगरथ .]! ; दूसरी कोई पूर्ण संख्या नहीं है। 

लोगों को हैरान करने वाले जादू का रहस्य इतना ही है। बेशक , 
यह सब मन ही मन तेजी से संपन्न करने के लिये काफी अभ्यास की 
आवश्यकता पड़ती है, लेकिन इसमें कोई जादू की बात नहीं है। इस 
तरह के जादू आप भी दिखा सकते हैं-जबानी न कर सकें, तो 
कागज-कलम के साथ ही सही! 
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मान लें कि आपको प्रश्न दिया गया है: 20-अ्ंकी संख्या का 
64-वां मल निकालें। 

कौनसी संख्या है-यह बिना जाने ही आप उत्तर बत्ता दे सकते 
हैं: मूल 2 है। 


| 3५८ 5 ६25 
64 


64 
सचमुच , |£ (20 प्रंक ) +- ' ; अतः इसे हू और 


नहा के बीच, अर्थात्‌ 0.29 और 0.32 के बीच होना चाहिये। 
ऐसा लगरथ सिर्फ एक पूर्ण संख्या-2-का है: 0.30... 

अब आप स्वयं वह संख्या बता दे सकते हैं, जो प्रश्नकर्ता आपको 
देने जा रहा था; इससे वह बिल्कुल दंग रह जाप्रेगा। यह वही संख्या 
है, जितना गेहूं शतरंज के आधिष्कारक ने पुरस्कार स्वरूप मांगा था: 


20 --. 8 446 744 073 709 55] 66. 


मवेशी-पालन सें लगरथ 


प्रश्न 


तथाकथित “प्राणरक्षक ' चारे”” की मात्रा जानवर के शरीर की 
वाह्य सतह के साथ समानुपाती होती है। इस तथ्य के आधार पर 
ज्ञात करें कि 420/£ भारी बैल के लिये प्राणरक्षक चारे में कितनी कैलोरी 
ऊर्जा होनी चाहिये, यदि 630/8 भारी बैल को 3500 कंलोरी की 
आवश्यकता होती है। 


0 चारे का अल्पतम अंश, जो,जीव द्वारा तापहानि, आंतर अंगों 
के कार्यो और मृत कोशिकाओं के विस्थापन आदि में खर्च होता है, 
प्राणरक्षक चारा कहलाता है। “उत्पादक चारा जानवर के उस उत्पाद 
पर खर्च होता है, जिसके लिये उसे पाला जाता है। 
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ह्‌ल 


इस व्यावहारिक प्रश्न को हल करने में बीजगणित की ही नहीं , 
ज्यामिति को भी सहायता लेनी पड़ेगी। प्रश्न की शत्ते के श्रनुसार इृष्ट 
- कैलोरी-मात्ा <“ बैल की सतह (&) के साथ समानुपातीं है, श्र्थात्‌ 

न्‍ बज 
(3500 नह 
जहां &, एक 630/8 भारी बल की सतह है। ज्यामिति से हम जानते 
हैं कि समरूप पिंडों की सतहें उनकी सानुरूप रेखिक मापों (/) के 
वर्गों के साथ समानपाती हैं और उनके ग्रावतन ( इसीलिये भार भी ) 
उनकी रैखिक मापों के घनों के साथ समानुपाती होते हैं। अतः 


हक हज" हि 5 ही 


लगरथी सारणी की सहायता से: 
४5-0 300. 
बैल को 0300 कंलोरी चाहिये। 
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संगीत में लगरथ 


संगीतज्ञ गणित में कम ही रुचि रखते हैं, अ्रधिकांशत: वे गणित 
को आदर की दृष्टि से देखते हैं, पर उससे दूर ही रहना पसंद करते 
हैं। लेकिन वास्तविकता यह है कि संगीतज्ञ गणित के साथ, और 
वह भी लगरथ जैसी कठिन बातों के साथ , कहीं ज्यादा संपर्क रखते 
हैं (उन्हें इस बात का संदेह भी नहीं होता )। 

इसके बारे में यहां मैं भौतिकविद्‌ स्वर्गीय आ० एइखेनवाल्द के 
निबंध का एक अंश प्रस्तुत कर रहा हूँ।”? 

“ पाठशाला में मेरे एक मित्र पियानो बजाते थे, पर गणित से 
उन्हें कोई प्रेम नहीं था। वे अक्सर उपेक्षा के साथ कहा करते 
थे कि गणित और संगीत में कोई मेल ही नहीं है: “पीथामोरस ने 
घ्वनि-कपनों के बीच कोई अनुपात ढुंढ़ा तो था, पर वह पैमाना हमारे 
संगीत में कहां अपनाया गया ? ” 

आप कल्पना कर सकते हैं कि वे कितनी बुरी तरह आश्चरयंचकित 
हुए, जब मैं ने सिद्ध किया कि आधुनिक पियानो बजाने का मतलब 
है लगरथों के साथ खेल करना ... सचमृच , संस्कारित वर्ण-पैमाना के 
तथाकथित सोपान की दूरियां कंपन-आवृत्तियों या ध्वनि-तरंगों की 
लंबाइयों के अनुपात में नहीं, बल्कि इन राशियों के लगरथों के 
अनुपात में होती हैं। एक ही बात है कि इन लगरथों का आधार 2 
होता है, न कि आम स्थितियों की तरह 0॥। 

मान लें कि निम्नतम अष्टक (तथाकथित शून्य श्रष्टक ) के 
'डो” को प्रति सेकेंड ४ कंपन के रूप में निर्धारित किया गया है। 


0 निबंध “रूसी ज्योतिविज्ञानी कंलेंडर-99 ' में छपा था श्रौर 
उसका शीषंक था छोटी-बड़ी दूरियां । 
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तब प्रथम अ्रष्टक का “डो ' प्रति सेकेंड 20/ कंपन देगा और #/7-वें अ्रष्टक 
का 'डो ' प्रति सेकेंड 2” कंपन देगा। हर भ्रष्टक के “डो” को शूत्य 
मानकर वर्ण-पैमाने के सभी स्वरों को संख्याओं ४ द्वारा द्योतित करते 
हैं; इस स्थिति में सुर 'सोल” 7-वां होगा, ला' नौवां होगा, 
ग्रादि; 2-वां सुर फिर से 'डो” होगा लेकिन अगले श्रष्टक में। 


(2 
चूँकि संस्कारित वण्णे-पैमाने में हर अगला सुर |/2 अधिक कंपन देता 
है, इसलिये हर सुर के कंपन की श्रावृत्ति सूत्र से व्यक्त हो सकती है: 
!2 
(४|2075--5॥: - 27 ( # 2 १, 


इस सूत्र का लगरथन करने पर: 


[082,/४/2//75८-02,/-+ #702.2--/ [0222 
या [2 


[008,/४.7075८-08,/ -+- (2४ -+- गा [08,2, 
निम्ततम डो” की आवृत्ति को इकाई (४5--] ) मानने पर 
]|08,/४/2075-॥४ +- डि 


इससे स्पष्ट है कि पियानो के रीडों की क्रम-संख्याएं तदनुरूप स्वरों !? 
की कंपन-आरावृत्तियों के लगरथ हैं। हम यह भी कह सकते हैं कि अष्टक 
की संख्या इस लगरथ का पूर्णांक है और इस श्रष्टक” के स्वरों की 
क्रम-संख्या लगरथ का भिन्नांक (या पासंग ) है।” 


0 ]2 से गुणित। 
2 ]2 से विभाजित। 
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समझने के लिये अभ्रपना ओर से एक उदाहरण देता हूँ: तीसरे 
भ्रष्टक के सुर सोल ” अर्थात्‌ संख्या 3 +- न £2 3.583) में संख्या 3 
इस सुर की आवृत्ति के लगरथ का पूर्णाक है और णढ (2: 0.583) 
इसी लगरथ का पासंग है (लगरथ का आधार 2 है); पअ्रत:ः इस 


सुर की कंपन-आ्रावृत्ति 2255 है, श्रर्थात्‌ प्रथम अष्टक के 'डो' से .98 
गुना अधिक है 


सितारे, शोर और लगरथ 


इन तीनों में कोई मेल नजर नहीं ग्राता, पर सितारों और शोर 
का लगरथ के साथ घना संबंध है। 

सितारों और शोर को एक शीषषंक में रखा गया है, क्‍योंकि 
सितारों की चमक और शोर का जोर ( वज़्िता, लाउडनेस ) समान 
विधि से नापे जाते हैं-लगरथी पैमाने से। 

ज्योतिविंद सितारों को दुश्य चमक के आ॥राधार. पर प्रथम कोटि, 
द्वितीय कोटि , तृतीय कोटि आदि में बाँटते हैं। कोटियों का क्रम समांतर 
श्रेढ़ी में प्रतीत होता है, पर उनकी भोतिक चमक अन्य नियम के 
भ्रनुसार बदलती है: वास्तविक चमक गृणोत्तर श्रेढ़ी के रूप में बदलती 
है, जिसका साविंक गृुणक 2.5 होता है। अब श्राप सरलता से समझ 
सकते हैं कि सितारों की कोटि” और कुछ नहीं, उसकी भौतिक 
चमक का लगरथ है। उदाहरण के लिये, तीसरी कोटि का सितारा 
प्रथम कोटि के सितारे की तुलना में 2.57 , भ्रर्थात्‌ 6.25 गुनी अधिक 
होती है। यदि संक्षेप में कहें, तो सितारों की दृश्य चमक का 
मूल्यांकन करते वक्‍त ज्योतिविंद लगरथी सारणी का प्रयोग करता है, 
जिसमें भ्राधार 2.5 होता है। यहां इन रोचक संबंधों को भ्रधिक विस्तार 


7--862 ०57 


से नहीं देखेंगे, क्योंकि इन्हें मेरी अन्य पुस्तक मनोरंजक ज्योतिविज्ञान ' 
में पर्याप्त स्थान दिया गया है। 

वच्चतिता (शोर का जोर या ध्वनि कौ तीब्रता ) का भी मूल्यांकन 
इसी प्रकार से होता है। मजदूरों के स्वास्थ्य और उनकी उत्पादनशीलता 
पर श्रौद्योगिक शोर के बुरे प्रभाव के कारण वज्रिता के शुद्ध-शुद्ध सांख्यिक 
मूल्यांकन की आवश्यकता पड़ी। वज्जिता की इकाई बेल ” है??; ध्यवहार 
में इसके दसवें भाग- डेसीबेल -का उपयोग होता है। वज़््िता की 
क्रमिक कोटियां-] बैल, 2 बेल आदि ( व्यवहारत: 0 डेसीबेल , 
20 डेसीबेल शआ्रादि )-कानों के लिये समांतर श्रेढ़ी बनाती हैं। पर 
शोर की भौतिक शक्ति” (यदि और सही कहें तो-उसकी ऊर्जा ) 
गुणोत्तर श्रेढ़ी बनाती है, जिसका साविक गुणक 0 होता है। वज़्िता 
में | बेल का अंतर दो भिन्न 'शोरों' की ऊर्जाञ्रों के अनुपात 0 
के भ्रनुरूप है। इसका मतलब है कि बेल में व्यक्त वष्च्रिता उसकी 
भौतिक ऊर्जा के दशभू लगरथ के बराबर है। 

कुछ उदाहरण देखने पर बात और भी स्पष्ट हो जायेगी। 

पत्तों की शांत सरसराहुट का मूल्य । बेल में झ्राँका जाता है, 
जोर से बातचीत की वज्चिता 6.5 बेल है, शेर का गर्जन 8.7 बेल 
जितनी तीव्रता रखता है। इससे निष्कर्ष निकलता है कि बातचीत की 
ध्वनि पत्तियों की सरसराहुट की तुलना में 


]0%5- ... ]0ः5 . 3]6 000 गुनी 


ग्रधिक जोरदार है; बातचीत की तुलना में शोर का गर्जन 
|| (5.7-०0.९ री 094 -- ]58 गनी 
अधिक तीक्र है। 
!) टेलीफोन के आविष्कारक ग्राहम बेल के सम्मान में। - अनु ० 
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8 बैल से अधिक वज्चिता का शोर मानव-स्वास्थ्य के लिये हामिकर 
माना जाता है, लेकिन कई कारखानों में 0 बेल से भी अधिक शोर 
होता है; फौलादी पट्टे पर हथौड़े की चोट ] बेल का शोर देती 
है। ये शोर अ्रनुमत स्तर से 00 तथा 000 गुना श्रधिक तीक्न हैं 
और नियागार जलप्रपात के सबसे कोलाहलमय स्थल (9 बेल ) से 
80-00 गुना अ्रधिक तीक्र हैं। 

क्या यह एक संयोग की बात है, कि सितारों की दृश्य चमक 
झौर शोर को वज्िता दोनों को ही नापने में श्रनुभति की मात्रा श्र 
उसे उत्पन्न करने वाले क्षोभक के बीच लगरथी निर्भरता प्रेक्षित होती 
है? नहीं, दोनों ही एक साविक नियम के परिणाम हैं, जिसका 
नाम फेख्नेर का मनोभौतिकीय नियम ' है। नियम कहता है: अनुभूति 
(या संवेदना ) की भात्ता क्षोभक की मात्रा के लगरथ के साथ 
समानुपाती होती है। 

ग्ाप देख रहे हैं कि लगरथ मनोविज्ञान के क्षेत्र में भी दखल रखता 


है । 
बल्ब का प्रकाश झौर लगरथ 


अशन 


गैसपूर्श बल्ब निर्वातित बल्ब की तुलना में कहीं भ्रधिक प्रकाश 
देता है, यद्यपि दोनों में उत्तप्त होने वाला सृत समान पदार्थ से बना 
होता है। इसका कारण दोनों में सूत के तापक्रमों की भिन्नता है। 
भौतिकी द्वारा निर्धारित नियम के अनुसार सफेद उत्तप्त अ्रवस्था में सूत 
द्वारा उत्सर्जित प्रकाश परम तापक्रम के 2-वें घात के साथ समानुपाती 
है। इस तथ्य को ध्यान में रखते हुए निम्न कलन करते हैं: गैसपूर्ण 
बल्ब, जिसमें सूत 25007 तापक्रम तक गम है (7९, केल्विन के 


४५ 299 


पैमाने पर --273"८ को शून्य माना जातां है), कितना गुना भ्रधिक 
प्रकाश देगा , यदि उसकी तुलना निर्वातित बल्ब से की जाये, जिसका 
सूृत्त 2200// तक गमं है। 


हल 
इष्ट व्यतिमान (या अनुपात ) को < से द्योतित करते हैं, समीकरण 
मिलता है: 
__/2500११)*%_/ 25 १५ 
#_ किक) (8) * 
जिससे 


]8४-2(]8 25 -- 8 22); .४5-4.6. 


गैसपूर्ण बल्ब निर्वातित की तुलना में 4.6 गुना अ्रधिक प्रकाश देता है। 
इसका भ्रर्थ है कि यदि निर्वातित बल्ब 50 कैंडेल के बराबर प्रकाश 
देता है, तो गैसपूर्ण बल्ब उन्हीं परिस्थितियों 230 में कैंडेल प्रकाश देगा। 

एक और कलन करते हैं: परम तापक्रम कितना प्रतिशत ऊँचा 
किया जाये कि बल्ब की चमक दुगुनी हो जाये? 


हल 


समीकरण बनाते हैं 


(+#ो>* 
जिससे 


/ ४ )__ 82 >> 
/+76)7--9- और »5--5% 
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अंत में एक तीसरा कलन किया जाये: यदि बल्ब में सूत का परम 
तापक्रम !% बढ़ जाये, तो बठब की चमक कितना प्रतिशत बढ़ेगी ? 


हल 


समीकरण 
&-- | .07४ 


में लगरथों के उपयोग से & का मान ज्ञात करते हैं: 
४-८ .]3. 


चमक में 30 की वृद्धि होती है। 
 तापक्रम में 2% वृद्धि के लिये कलन संपन्न करने पर ज्ञात होता 
है कि चमक में 27% वृद्धि हुई है; तापक्रम में 3% वृद्धि से 
चमक 43% बढ़ जाती है। 
इसी से स्पष्ट हो जाता है कि बल्ब बनाने के तकनीक में उत्तप्त 
होने वाले सूत के तापक्रम को ऊँचा करने पर इतना अ्रधिक ध्यान क्‍यों 
दिया जाता है, हर अतिरिक्त डिग्री को भी इतना कीमती क्‍यों मामा 


जाता है। 


सो साल को वसीयत 


शतरंज के श्राविष्कारक ने पुरस्कार स्वरूप गेहूँ के जितने दाने मांगे 
थे, इसके बारे में दंतकथा सभी जानते होंगे। वह शतरंज के एक घर 
के लिये दाना, दूसरे घर के लिये 2 दाना, तीसरे घर के लिये 
4 दाना श्रादि के हिसाब से चौसठ घरों के लिये गेहूँ मांग रहा था, 
जिससे दानों की कुल संख्या विराट रूप ग्रहण कर गयी थी। 


26] 


लेकिन संख्याएं सिर्फ दुगुना करने पर ही इतनी अप्रत्याशित गति 
से बढ़ें-ऐसी बात नहों है। थोड़ा-थोड़ा करके बढ़ने पर भी बे बहुत 
बड़ी हो जा सकती हैं। 5% सूद देने वाली पूँमी हर साल .05 
गुनी ही बढ़ती है, पर पर्याप्त समय बीत जाने पर वह एक विशाल 
धनराशि में परिणत हो जा सकती है। इसीलिये वस्तरीयत में मिली 
पूँजी भी लंबे समय बाद बहुत बड़ी हो जाती है। विश्वास भी नहीं 
होता कि आदमी अपने पीछे एक छोटी-सी पूँजी छोड़ जाता है और 
वसीयत में बड़ी-बड़ी धनराशियां खर्च करने को कहता है। हम अमेरिका 
के विख्यात राजनेता बेंजामीन फ्रैॉकलीन के वसीयतनामा का उदाहरण 
दे सकते हैं, जो उनके रचना-संग्रहों से ली गयी है: 

“एक हजार पौंड स्टरलिंग बोस्टनवासियों को अर्पित करता हूँ। 
यदि वे यह एक हजार पौंड ग्रहण करें, तो उन्हें इसे चुनिंदे नागरिकों 
के हाथ सुपुर्दे कर देनी चाहिये, जो इसे वर्ष में 5 प्रतिशत की दर 
से युवा हस्तकारों को ऋण दिया करेंगे।/” सौ वर्षों में यह राशि 
3] 000 पौंड स्टलिंग हो जायेगी। मैं चाहता हूँ कि तब [00 000 पौंड 
सार्वजनिक भवनों के निर्माण में ख्चें हों और बाकी 3 000 पौंड 
ग्रगले 00 वर्षों के लिये ऋण दिये जायें। दूसरी शती के अंत में 
4 060 000 पौंड स्टलिंग की राशि होगी , जिसमें से | 060 000 पौंड बोस्टन- 
वासियों के हाथ सौंपता हूँ, और 3000 000 मासाखुसेट समाज को... 
झौर झागे अपनी दृष्टि बढ़ाने का साहस नहीं करता। ” 

सिर्फ हजार पौंड देकर फ्रैंकलीन करोड़ों का वित्तरण कर रहे थे। 
लेकिन इसमें आश्चर्य की कोई बात नहीं है। गणितीय कलन दिखाते 
हैं कि वसप्तीयतनामा में जो कुछ लिखा गया था, वह सही है। 000 
पौंड में हर साल .05 गुना वृद्धि होती है, अतः: 00 वर्ष बाद राशि 
मिलेगी 

४-- 000 - [.0570" पौंड। 


उस जमाने में ग्रमरीका में बैंक जेसे ऋणदाता संस्थान नहीं थे। 
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इस व्यंजन का कलन लगरथों की सहायता से किमा जा सकता है 


2:5--2 000--002 .05 -- 5.893, 
जिससे 
४-5 3] 00५ 


वसीयतमामा में यही राशि बतायी गयी थी। आगे, 3] 000 पौंड श्रगले 
सौ वर्ष में निम्न आकार ग्रहण करेगा: 


9--3३3॥] 000 . | .05/० , 
जिससे ( लगरथों की सहायता से कलन करने पर ) 


४--4 076 500 


यह राशि वसीयतनामा की राशि से काफी भिन्न है। 

निम्न प्रश्न पाठक स्वयं हल करने की चेष्टा करें; यह साल्तिकोव 
शचोद्रीन की कृति गोलोव्लेव खानदान” के एक अंश पर आधारित है 
जो नीबे उद्धत है: 

“ पोर्फीरी ब्लादीमिरीविच अपने कैबिनेट में बैठकर प्रंकों क॑ 
कतारें लिखते चले जा रहे हैं। इस बार उनका ध्यान निम्न प्रश्न पर गया है 
यदि उनके जन्म के समय दादा ने मुँहदिखाई के जो 00 रूबल दिये थे. 
उसको मां ने खर्च करने की बजाय बंधक की दृकान में पोर्फीरी के 
नाम जमा कर दिये होते, तो आज उनके पास कितने पैसे होते ? 
लेकिन लगता है कि ज्यादा नहीं होते: सिर्फ आठ सौ रूबल होते। ” 

यदि यह मान लिया जाये कि हिसाब उन्होंने सही लगाया था 
( इसकी उम्मीद कम ही है-गोलोव्लेब चक्रवृद्धि व्याज के हिसाब 
भ्रौर लगरथ से शायद ही परिचित रहा हो ), तो बतायें कि उस 
समय बंधक की दूकान कितने प्रतिशत व्याज देती थी! 
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पूंजी को बढ़ोत्तरी 


बैंक में व्याज हर वर्ष मूल धन में शामिल कर दिया जाता है। 
यदि शामिल करने की क्रिया और जल्‍्दी-जल्दी दुहराई जाये ( शामिल 
करने की आवृत्ति बढ़ा दी जाये ), तो पूंजी और तेजी से बढ़ने लगेगी , 
क्योंकि मूल धन बढ़ता रहता है और उस पर कुछ व्याज भी। सैद्धांतिक 
तौर पर एक सरलीकृत उदाहरण लेते हैं। मान लें कि 00% प्रति वर्ष 
की दर पर 00 रूबल बैंक में रखे गये। यदि वर्ष में व्याज का धन 
मूल धन में सिर्फ एक बार शामिल किया जायेगा, तो वर्ष के अंत में 
मूल धन 200 रूबल हो जायेगा। 
अरब देखें कि व्याज का धन मूल धन में हर छे महीने में शामिल 
करने पर क्‍या होगा। छें महीने बीतने पर 00 रूबल की राशि बढ़ 
कर हो जायेगी 
]00..5--50 रूबल। 
आर फिर अगले छे महीने बाद- 
850 . ,8--2256 रूबल । 


यदि व्याज हर न वर्ष बाद मूल धन में शामिल किया जाये, तो 
वर्ष के अंत में 00 रूबल बढ़कर हो जायेगा - 
00 रूबल « । | न) £2 237 रूबल 03 कोपेक । 
मूल धन में व्याज यदि हर 0.]! वर्ष पर, हर 0.0] वर्ष पर, 
हर 0.00! वर्ष पर शामिल किया जाये, तो निम्न परिणाम मिलेंगे ; 


00 रूबल -.!7 £:259 रूबल 37 कोपेक 
00 रूबल - ].0!7!0 ८270 रूबल 48 कोपेक 
]00 झूबल - .007०00 <- 27] रूबल 69 कोपेक 
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उच्च गणित की विधियों से सिद्ध किया जाता है कि णष्याज 
को पूंजी में शामिल करने की मीयाद असीम छोटा करने पर पूंजी में 
ग्रसीम वृद्धि नहीं होगी, वह एक सीमा के निकट होता जायेगा, 
जिसका सन्निकट” मान है: 
27] रूबल 83 कफोपेक। 


]00% की दर से रखी गयी पंंजी नें 2.783 गुनी से भ्रधिक वृद्धि नहीं 
होती - व्याज को मूल धन में हर सेकेंड शामिल करने पर भी नहीं। 


प्राप्त संख्या 2.788. .. की उच्च गणित में बहुत बड़ी भूमिका है ; 
यह शायद संख्या £ से कम महत्त्वपूर्ण नहीं है श्नौर इसे: वर्ण ८ से द्योतित 
करते हैं। यह एक अव्यतिमानी (अ्रपरिमेय ) संख्या है: इसे सीमित 
संख्या में लिये गये अंकों से व्यक्त नहीं किया जा सकता। ” इसका सिर्फ 
सन्निकक मान कलित किया जा सकता है-किसी भी कोटि की 
शुद्धता से! इसके लिये निम्न संकल (योग ) ज्ञात करना पड़ता है: 

] ] 

[+ज/प& पड / पऊकद । ठेका |: 


!) यहां कोपेक के अश्रंशों को छोड़ दिया गया है। 
2» साथ ही यह संख्या ः£ कौ भाँति अ्रबीजीय भी है, प्रर्थात्‌ इसे 
पूर्ण संख्याओं में संगुणगकों बाले किसी भी समीकरण. के हल के रूप में 
प्राप्त नहीं किया जा सकता। 
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चक्रवद्धि व्याज के कारण पूंजी की बढ़ोत्तरी के उपरोक्त उदाहरण 
से सरलतापूर्वक देखा जा सकता है कि संख्या 2और कुछ नहीं, व्यंजन 
मल 
की सीमा है (जब # का असीम क्धेन होने लगता दहै)। 

४ को लगरथों का आधार बनाना कई दृष्टिकोणों से लाभकर है, 
जिन्हें हम यहां नहीं समझा सकते। ऐसी सारणियां ( 'नैस्गिक 
लगरथों की सारणियां ') बन चुकी हैं और विज्ञान तथा तकनीक में 
उनका बहुत विस्तृत उपयोग है। 48, 6], 02 और 260 अंकों वाले 
जिन भारी-नरकम लगरधथों के बारे में पहले बताया गया था, वे ग्राधार 
९ के लिये ही कसित किये गये हैं। 

संख्या ८ ऐसी-ऐसी जगहों पर नजर आ जाती है, जहां 
इसकी कोई आथा नहीं की जाती। उदाहरण के लिये निम्न प्रश्न देखें: 

संख्या ८ को किन भागों में बाँठा जाये कि सभी भागों का गुणनफल 
ग्रधिकतम हो ? हम जानते हैं कि योगफल स्थिर होने पर संख्याग्रों 
का गणनफल तभी अधिकतम होता है , जब संख्याएं बराबर होती हैं। 
इससे स्पष्ट है कि संख्या 6 को बराबर भागों में बाँटना चाहिये । 
पर कितने बराबर भगगों में ? उच्च गणित की विधियों से स्थापित 
किया गया है कि अधिकतम गृणनफल तब मिलता है, जब हर भाग 
यथासंभव 2 के बराबर होता है। 

जेंसे, !0 को इतते भागों में बाँटना चाहिये कि हर भाग का मान 
यथासंभव 2.78... के बराबर हो। इसके लिये निम्न भागफल ज्ञात 
करना चाहिये : 


0 च 
ऊरलह्ाए “070... 


चूंकि 3.078 ... बराबर भागों में बॉटना संभव नहीं है, इसलिये 


208 


भाजक फे रूप में निकटस्थ पूर्ण संख्या 4 लेते हैं। भ्रस: दस के टुकड़ों 
_. 0 
का अधिकतम गूणनफल तब प्राप्त होगा , जब ये टुकड़े “4-5"-2.5 के बराबर 
होंगे । 
मतलब कि 
(2.8)*-- 39.0625 

ही सबसे बड़ी संख्या है, जो [0 के तुल्य भागों को आपस में गुणा 
करने से प्राप्त हो सकती है। सचमुच, 40 को 3 और 5 तुल्य भागों 
में बाँटकर देखिये, गुणनफल क्रम होगा: 


(4 /-अ, 


(हु ] ? 32, 


20 के तुल्य भागों से अधिकतम गृणनफल प्राप्त करने के 
लिये उसे 7 समान भागों में बाँठना चाहिये, क्‍योंकि 
20 : 2.78...-57.36 5४ 7. 
संख्या 50 को [8 भागों में बाँटना चाहिये और संख्या 00 को 37 
भागों में, क्योंकि 
50 : 2.78... “४ 8.4, 
00 ; 2.78... 22 36.8. 


संख्या 2 गणित, भौतिकी , ज्योतिर्विज्ञान तथा गअन्य' अनेक विज्ञानों 
में बहुत महत्त्वपूर्ण भूमिका निभाती है। 

ये रहे चंद प्रश्न, जिनके गणितीय निरीक्षण में इस संख्या की 
आवश्यकता पड़ती है (सूची असीम लंबी की जा सकती है): 
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बेरोमीटरी सूत्र (ऊँचाई बढ़ने पर दाब घटने का सूत्र ), 
ऐलर का सूत्र , ?” 

रश्मिसक्रिय क्षय और पृथ्वी की आयु, 

हवा में दोलक का दोलन, 

राकेट के वेग के लिये त्सियोल्कोव्स्की का सूत्र , 
रेडियो-परिपथ में दोलन-संवृत्तियां , 

कोशिकाञशों का प्रजनन । 


लगरथी प्रहसन 


ग्रध्याय 5 में जिन गणितीय प्रहसनों के साथ पाठक का परिचय 
टुआ था, उन्हीं की तरह का एक प्रहसन यहां भी दे रहे हैं: 
सिद्ध करें: 27>3 
इस बार लगरथन की किया भी भाग ले रही है। प्रहसन निम्न 
ग्रसमिका से शरू होता है: 
जनम िल 


जो बिल्कुल सही है। भ्रब निम्न रूपांतरण होता है: 


इसमें भी कोई रांदेह नहीं हो सक्रता । बडी संख्या बड़े लगरथ के 


!) इसके बारे में दे० मेरी “मनोरंजक भौतिकी ', पुस्तक 2 में। 
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अंनुंडप होती है, अत: 
28-2- >> 3॥8 - . 
दोनों तरफ | श्छ काट देने पर मिलता है: 
2-> 3. 
प्रमाण में क्या गलती हुई है! 
गलती यह है कि | दर को काटते वक्‍त असमिका का चिन्ह नहीं 


बदला गया था ; उसे >> की जगह < लिखना चाहिये था, क्योंकि 8- हा 
एक ऋण संख्या है। आधार 0 वाले लगरथ के लिये 02,, की जगह 
सिर्फ |४ प्रयुक्त करते हैं। ऊपर के प्रमाण में यदि हम लगरथन 0 के 
आ्राधार पर नहीं, बल्कि ज्र से किसी छोटे आधार 6८ पर करते, तो 
संख्या हर का लगरथ ॥०७४८४७ धनात्मक ही रहता , पर उस स्थिति में हम 
यह नहीं कह सकते थे कि बड़ी संख्या बड़े लगरथ के अनुरूप होती 


है । 


हर संख्या - तीन दुक्कों से 


प्रहन 


पुस्तक का समापन हम एक रोचक बीजगणितीय पहेली से करते 
हैं, जिससे ओदेसा में भोतिकविदों के एक अधिवेशन के सदस्य अपना 
मनोरंजन कर रहे थे । प्रश्न था: किसी भी धघनात्मक पूर्ण संख्या को 
तीन दुक्‍्कों और गणितीय चिन्हों की सहायता से व्यक्त करें। 
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हेल 
पहले कुछ खास उदाहरणों के लिये प्रश्न का हल देखें। मान लें 
कि संख्या 3 दी गयी है। हल निम्न है: 

3---- [02,/0०९, 7 ४ हक 

इस समिका को सत्यता सरलतापूर्वक जाँची जा सकती है: 
4%% 4 | 4 
को है| ] हर |॥ 5» __ ०2३7 

]08,2/  --2*%, -08,2  --3. 

यदि संख्या 5 दी गयी होती, तो हल निम्न होता: 


55---082,! ०५/७५/7755 #४#/9क्व, 


यहां हम इस बात का उपयोग कर रहे हैं कि वर्गमूल का सूचकांक 
नहीं लिंखा जाता। 
प्रश्न का साविक हल निम्न है। यदि प्रत्त संख्या / है, तो 


(४-८ ०७/०७५ /१/ 7 | 5 


दि री (७०0९ ''्मामुमकममाावानमकनक कार नकभ७मट” 


॥ बार 


अर्थात्‌ वर्गमूल के चिन्हों की संख्या प्रत्त संख्या के बराबर है। 


